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RESUMEN

La ingenieria es la ciencia capaz de transformar todos los pensamientos en cosas reales y
tangibles, motivo por el cudl un estudiante de esta rama debe tener poseer cualidades,
habilidades y destrezas. El analisis general de una funcion de una variable real es una
asignatura fundamental en este campo debido a que permite entender el comportamiento
de varios fendmenos cotidianos mediante ecuaciones y representaciones matematicas.

La elaboracion de este libro se da por la necesidad humana tanto de aprender, como la de
ensefar, en el tema del analisis de funciones, también para la preparacion correcta del
lector y la resolucion de cualquier duda de parte de cualquier persona ante un

planteamiento relacionado con el tema.

Engineering is the science capable of transforming all thoughts into real and tangible
things, which is why a student of this branch must have qualities, abilities, and skills. The
general analysis of a function of a real variable is a fundamental subject in this field
because it allows us to understand the behavior of various everyday phenomena through
equations and mathematical representations, the preparation of this book is due to the
human need to both learn and teach on the subject of function analysis, also for the correct
preparation of the reader and the resolution of any doubt on the part of any person
regarding a related approach with the topic.
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INTRODUCCION

El céalculo de una variable trata sobre los fundamentos del célculo diferencial e integral
para funciones de una variable. Incluye el estudio de limites, derivadas, integrales y sus
diversas aplicaciones. El dominio de estas habilidades es indispensable en carreras de

ingenieria, ciencias, economia y otras disciplinas.

El problema que aborda este libro es la dificultad que tienen muchos estudiantes para
comprender los conceptos abstractos del calculo de una variable y para aplicarlos en la
resolucion de problemas. Se requiere de un texto que presente el tema de manera clara,

intuitiva y con abundantes ejemplos préacticos.

El objetivo general es proporcionar a los estudiantes universitarios un libro de célculo de
una variable que facilite la asimilacion y aplicacion de los conceptos a través de

explicaciones visuales, analogias y ejercicios resueltos paso a paso.

Los objetivos especificos son:

» Explicar de forma intuitiva conceptos como limites, continuidad, derivadas e
integrales.

» llustrar las definiciones y propiedades con graficas y representaciones
geomeétricas.

» Presentar ejemplos resueltos de aplicaciones del calculo en problemas de tasas de
cambio, optimizacion, areas bajo curvas, etc.

» Incluye una amplia variedad de ejercicios graduados de menor a mayor
complejidad.

» Vincular los contenidos con situaciones y problemas de la realidad.

La justificacion de este trabajo reside en la relevancia del célculo diferencial e integral
para la formacion en ciencias e ingenieria y en la necesidad de mejorar los recursos
didacticos disponibles para su ensefianza efectiva. Una presentacion clara e intuitiva

permitira a los estudiantes dominar estas herramientas analiticas fundamentales.

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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El marco tedrico se basa en los modernos enfoques educativos que enfatizan la
construccién visual, inductiva y contextualizada del conocimiento matematico. Se
adoptan los aportes de los autores sobre resolucion de problemas y una perspectiva

constructivista de aprendizaje activo.
En conclusion, este libro busca ser un pedagogico innovador para el aprendizaje del

calculo de una variable, con rigor conceptual y técnicas didacticas que faciliten la

comprension y destreza en su aplicacion.

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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CAPITULO 1. TEMAS PRELIMINARES
1. FUNCION

Una funcién en matematica demuestra una relacion entre dos variables (causa -efecto),
estas relaciones representan diferentes fenémenos y situaciones reales presentes en la
naturaleza, asi como también en nuestra vida cotidiana. Por ejemplo, la cantidad de
kilometros por hora recorridos por un vehiculo depende de la velocidad, el area de un
cuadrado depende de la longitud de su lado y el costo de la produccion de un articulo esta
en funcién al valor de los materiales utilizados. La primera magnitud es la variable
independiente y a la segunda magnitud se la considera variable dependiente. En la figura

1 se evidencian diferentes tipos de funciones (Coérdoba, 2011).

F. LINEAL F. CUADRATICA F. CUBICA
10 - . . 500
o 60| !
-~ !
-~ 4| 4 e
0 /// x_ 0 ——
o 20 ""\‘ £ /
- NS ’
-10 0 — -500
10 o 10 -0 o 10 -0 o 10
<FpEXPONENCIAL F. RACIONAL F. IRRACIONAL
5 T 100 2 /
|
|
. { 0 —— o E—
_..'I s\\]:
0 '/ -100 i}
10 o 10 -0 o 10 -0 0 10
. TRIGONOMETRICA _ F.VALORABSOLUTO F.TRAMOS
T,
'I'| I 'I'| A /
[ |
(1] || I! | [ | || Il | (1 5 *, / (1] /’_,4-— A <
HIRTRE 4 -
IRIRTRTE} ' // -
R — 0 -20
0 o 10 -0 0 10 -0 0 10

Figura. 1.1 Gréfica de funciones por tipo.

1.1 REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION

Las ecuaciones dadas para determinar una funcién siempre tendran dos incégnitas, en
donde x sera la variable independiente e y sera la variable dependiente. Entonces, para

obtener los puntos deben reemplazarse los valores de x en la funcién y resolver.

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

Representar en el sistema cartesiano una funcion real f, donde:
fx)=x+1

Si se reemplazan los valores de x en la funcion: Se obtienen las coordenadas (1,2) (2,3)
(3,4) (-1,0) (-2,-1), ver la figura 2. Estos son s6lo algunos de los puntos que se pueden
obtener reemplazando los valores en la funcion, pero al ser una funcion lineal bastara con

dos puntos.

Figura. 1.2 Gréfica de la funcion f(x)=x+1

1.2 DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION

Para encontrar el dominio y el recorrido a partir de la representacion grafica de una
funcidn, hay que observar la proyeccion de ésta sobre el eje de coordenadas. En funcién
de esto diremos, que el dominio se expresa en eje de las abscisas (eje x), y el recorrido en
el eje de las ordenadas (eje y), en donde la funcién es continua (Cérdoba, 2011).

Ejemplo:
Dada la funcién, encontrar el dominio y el recorrido de la funcion a partir de su grafica.

Tal cual esta la grafica se puede observar que todos los valores de la variable

independiente X, estan entre — 3y 3, y los valores que toma la variable independiente y

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

son los numeros reales entre el 0 y 9. Sin embargo, al dar mas valores de la variable
independiente se puede evidenciar que la funcidén puede expandirse hacia la derecha,

hacia la izquierda y hacia arriba, entonces:

a) El dominio de la funcidn es: Dom (f) = intervalo [-o0, «,]

b) El recorrido de la funcién: Rec (f) = intervalo [0, «,]

9 .

* *
B % *

* *

ok *

| *
R * *

* *
5 * *
* *
4 * *
* *
* *
3 * *
* *
* *
2 ¥ *
*, &

I *, &
1 *%%m M*
0 - - efsetoh - -

3 2 -1 0 1 2 3

Figura. 1.3 Dominio y rango de una funcién

A partir de una representacion algebraica se puede encontrar el dominio y recorrido de
una funcién real, teniendo en cuenta los valores que pueden o no tomar las variables. Se
debe considerar que los valores a ser reemplazados en la funcién no provoquen una
indeterminacion. En el caso de existir algin valor que provoque una indeterminacion se

excluira del dominio de esta (Larson, & Edwards, 2010).

1.2.1 CASO1: VARIABLE INDEPENDIENTE EN EL DENOMINADOR DE LA
ECUACION

Se deber recordar que en terminologia matematica no existe una division para cero, de
esta manera cuando alguna funcion presente una expresion racional, se debe analizar el
denominador e igualar a cero, para excluirle del dominio de la funcién evitando que

provoque una indeterminacién (Granville, 2003).
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Ejemplo:
2
(x —3)

Para determinar su dominio, se iguala a cero el denominador x — 3. El resultado sera el

flx) =

valor gque se excluye del dominio de la funcion.

x—3=0
x=3

Se escribe mateméaticamente:
Dom f =R — {3}

Ahora, para determinar el recorrido de una funcion, se despeja la variable independiente
y se analizan los valores de la variable dependiente, evitando de la misma manera
divisiones para cero. De existir algun valor que provoque una indeterminacién se lo
excluye del recorrido, como muestra el ejemplo a continuacién (De Diego, 2015).

2
(x—3)
_2+3y
oy
El recorrido de la funcion serian todos los nimeros reales menos el 0.

Rec f = R — {0}

|

§

y=fkx)=

X

\

-

4 = -1 -1 1 2 4 5 ] T ] L] ) 11 1

_1.“_\\

I
=% |
|

Figura. 1.4 Grafica de la funcion caso |
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122 CASO 2: VARIABLE INDEPENDIENTE SE ENCUENTRA DENTRO
UNA RAIZ ENESIMA PAR

Dentro del lenguaje de la matematica se debe recordar que no existe, 0 no esté definida

una raiz enésima par negativa. Para encontrar el dominio de la funcién se analizara la

expresion dentro del radical, eliminando los valores que provoquen raices menores que

cero y se debera excluirlas del conjunto de solucion de valores del dominio de la funcién

(Larson, & Edwards, 2010).

Ejemplo:
Determinar el dominio y recorrido de la funcion real:

h(x) =vVx —2

Para determinar su dominio, se sabe que la cantidad sub radical tiene que ser mayor o
igual a cero. Ver figura 1.5.
x—220
x =2

Entonces, el dominio para esta funcion son todos los nimeros reales mayores o iguales a
2.

Dom h = [2; +x)
Como se detall6 en el ejemplo anterior el proceso para la determinacion del recorrido, se
deja al lector la verificacion del recorrido de la funcion h(x) el cual es:

Rec g [0; +)

Figura. 1.5 Grafica de la funcion caso 2
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123 CASO 3: VARIABLE INDEPENDIENTE SE ENCUENTRA EN UN
LOGARITMO

La funcion logaritmo esta definida de la forma:

fx)=>b

Para el siguiente caso, es necesario definir a b como un valor finito real, positivo y distinto
de 1. Para encontrar el dominio, se debe recordar que los logaritmos no estan definidos
para los nUmeros negativos, de esta manera, se debera considerar que los valores que tome
la incognita x deben hacer que la funcidén sea mayor que cero. La determinacion del
recorrido es similar a los casos anteriores (De Diego, 2015).
Ejemplo:

h(x) = (x —4)

Para determinar el dominio se sabe que x - 4 tiene que ser mayor que O por lo tanto:
(x—4)>0
x >4
Entonces x debe ser mayor que 4 para que la funcion sea real.
Dom h = (4; +)
Rec h = (—o0; +00)

Figura. 1.6 Grafica de la funcion caso 3
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1.3 TIPOS DE FUNCIONES

1.3.1 EXPONENCIAL

Es una funcion conformada por un valor finito constante (a) elevado a la variable
independiente (x), es decir una funcion exponencial tendra la siguiente nomenclatura
(Larson, & Edwards, 2010).

y=a
Existen algunas particularidades en que presenta una funcion exponencial, entre las que
mencionaremos:
a) Intersecaen el punto A (0,1), cuando la base(a) es positiva.
b) Interseca en el punto A (0,-1), cuando la base(a) es negativa.
c) No interseca el eje x, debido a que este es una asintota horizontal.
d) Su dominio lo constituye el conjunto de los nimeros reales y = a*, y es
continua en todo su dominio.
e) El rango son todos los numeros reales mayores que 0, lo cual también se
evidencia en la gréafica.
f) Sia > 1, lafuncidn exponencial es estrictamente creciente en su dominio.
g) Sia<l, la funcién exponencial es estrictamente decreciente en su dominio
h) Si la variable independiente (X) es positiva la funcidn seré creciente por la
derecha.
i)  Silavariable independiente (x) es negativa la funcion seré creciente por la

izquierda.

1.3.2 POLINOMIAL

Recibe este nombre por su representacion en de la forma.

f(xX) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ax? + a;x + ag

En donde a,,, a,_1, ..., @y, a4, ag, SON numeros reales conocidos como coeficientes del
polinomioy n es el grado de este. Existen algunas particularidades en que presenta una

funcion polindmica, entre las que mencionaremos:
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d)

f)
9)

Intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son las raices de la
ecuacion a,x"™ + a,_(x" 1+ -+ a;x®? + a;x + ap=0

Las funciones polindmicas son funciones continuas.

En este grupo estan incluidas las funciones constantes, las funciones
lineales, las funciones cuadréticas, las funciones cubicas, etc.

El dominio esta a lo largo de R.

Son siempre continuas.

No poseen asintotas.

La interseccion con el eje X es en nimero como maximo el grado del
polinomio (Bronceado, 2002).

—____________________________________________ |
F. POLINOMICA

600

500

400

300

200

100 |

-100

-200

Figura. 1.7 Gréfica de una funcion polindbmica

1.3.3 CONSTANTE

Se llama funcion polindomica de grado cero o funcidon constante, en donde su

representacion en forma general es:

f) =k

En donde la k es un valor finito y la grafica corresponde a una recta horizontal (paralela

al eje de abscisas). La funcion corta el eje de ordenadas en un punto: (0, K) y sélo cortara
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al eje de abscisas cuando k=0, en este caso coincide con el eje y (Bronceado, 2002). Ver

figura 1.8
4 .F' CONSTJILNTE y=-2l
1.21
1.4 r
1.6
1.8
-2
227
2.4
26T
28T
= :
-4 -2 0 2 4 5] 8
Figura. 1.8 Gréfica de una funcion constante.
1.3.4 LINEAL

Se llama funcién polindmica de grado uno o funcion lineal, en donde su representacion
en forma general es:

f(x)=mx+»b
De la férmula se detalla que m es la pendiente de la rectay b, el coeficiente de la ordenada
en el origen. La representacion grafica de este tipo de funcion es una recta oblicua, es
decir no es horizontal o vertical. Dependiendo el valor y el signo de la pendiente, la
inclinacion de la recta sera hacia la izquierda o hacia la derecha (Bronceado, 2002).
La funcion lineal es continua a lo largo de R, el dominio y el recorrido es | — oo, —oo|.
Ver figura 1.9.
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F. LINEAL: y=2x+7

-0

=15

Figura. 1.9 Gréfica de una funcion lineal

1.3.5 CUADRATICA
Una funcién polindmica de grado 2 se la llama también cuadraticay tiene la forma
general
f(x) =ax?>+bx+c
a) La representacion grafica de esta funcion es una parabola que puede ser concava
si a>0 y convexa si a<0.
b) Cortaen el eje de las ordenadas en el punto (0, c).
c) Corta el eje de las abscisas, en un nimero de veces igual a las raices o soluciones
de la ecuacion cuadrética.
ax’+bx+c=0

F. CUADRATICA: y=3x-5x+

160

140

120

100

80

60

40

20

Figura. 1.10 Grafica de una funcién cuadratica
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1.3.6 CUBICA

A las funciones polinémicas de grado 3 se conoce como funcion cubica y tiene la forma
general.
fx)=ax®+bx*+cx+d
a) Lainterseccion con el eje de las ordenadas es en el punto (0, d).
b) La interseccion con el eje de las abscisas depende del nimero de raices o
soluciones reales que tenga la funcion.
c) Dominio todo R.
d) Recorrido todo R (Bronceado, 2002).

F. CUADRATICA: y=4x>-7Tx%+3x+6

1500

1000 -

500

-500

Figura. 1.11 Grafica de una funcién cubica

1.3.7 LOGARITMICA

Una funcion logaritmica convertida en base a una exponencial. Su representacion

matematica es:
y=Xx
En donde a es la base del logaritmo, transformada esta expresion a exponenciales seria:
a’ =x
a) Esta funcidn existe solo para valores positivos de la variable

independiente con le exclusion del cero.
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b) En funcion a lo anterior el dominio es]-, +o [.
c) Lasimagenes obtenidas de la aplicacion de una funcién logaritmica
corresponden a cualquier elemento del conjunto de los nimeros reales,

luego el recorrido de esta funcion es R (Kincaid, & Cheney, 2006).

F. LOGARITMICA: y=log(x+1)

Figura. 1.12 Grafica de una funcién logaritmica.

1.3.8 VALOR ABSOLUTO

La funcion de valor absoluto representada como:
y = x|

y=IfH fx) st f)=20 —fx) si f(x)<0
Hay que tener en cuenta que el valor absoluto de un nimero es la distancia desde dicho
punto hasta el origen y al hablar de distancia entonces se debera tomar en cuenta que el
resultado siempre sera positivo. Esta funcion tiene caracteristica como:

a) Dominio es todos los numeros reales.

b) Rango es todos los nimeros reales mayores o iguales a cero.

c) Lagrafica se halla completamente por encima del eje x.

d) La gréafica es simétrica con relacion al eje y (Kincaid, & Cheney, 2006).
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F. VALOR ABSOLUTO: y=|x-2|

Figura. 1.13 Grafica de una funcién valor absoluto

1.3.9 MAXIMO ENTERO
Para representar una funcion maximo entero se utiliza la teoria de intervalos. El objetivo
de una funcién de maximo entero es tomar el méximo valor entero que puede tomar un
namero. Teniendo en cuenta el conjunto de los nimeros reales, la funcién méximo entero
esta representada por la expresion (Kincaid, & Cheney, 2006). Ver figura 15.

[X]=n

En donde: n es el mayor entero, menor o igual a X, es decir:

—

Figura. 1.14 Graéfica de la funcién maximo entero
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1.39.1 PROPIEDADES MAS USUALES DEL MAXIMO ENTERO
a) [x]ez

b) Ixl=xeoxeZ

c) xl=nen<x<n+1

d [x+n]=[x]+n

o) [[x]] = [x]

f) si[x]|=mnen<x<n+1lneZz

g simeZ-[x+m]=[x]+m

hy Vx €eR[x]+[—x]={0,six €Z —1,six € (R—2)}
i) silx]<aex<a+1l,VaeZ

) sivx ERx—-1<[x] <x

K} Vx,y €R[x]+ [yl <lx+yl

Para determinar los diferentes subintervalos y poder graficar las funciones, es necesario
utilizar la siguiente expresion.

[[x]]=nen<x<n+1Lnez

Ejemplo:
o= I3

Solucion:

Si[E]]=n<—>n£[E]]<n+1<—>2n§x<2(n+1),nEZ.}

Entonces:
Dom(f) = {[x]x € 2n,2(n+1)),n € Z} =R

f(x)={-2,si—4<x<-2-1,5i—-2<x<00,si0<x<21,si2<x
<42,si4<x<6}
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IR R R A S A R SRS B B | 1 F 3 4 H L] T 3  ERmiE e |

Figura. 1.15 Ejemplo de una funcion maximo entero

1.4 ENTORNOS
Un entorno se define como el conjunto de nimeros reales que se encuentran dentro de un

intervalo bajo la representacion:

x
E(a,6)=(a—6,a+6) - {

—a—-90 <x<a+é
xeRa x< a }

/ | A
\ | /
a-0 3 a+s

Figura. 1.16 Represehtacién de un Entorno

En donde aesel centroy & el radio o distancia desde el centro a los extremos derecho e
izquierdo respectivamente. En funcion de lo anteriormente indicado se establece entonces
gue un entorno a, es la representacidn del conjunto de valores reales, cercanos para X=a,
dicho de forma matemaética un entorno es una representaciéon de un conjunto de valores

reales cuando x tiende al valor de a. (x - a) (Leithold, 1998).

141 ENTORNO REDUCIDO
En la mayoria de los casos x # a, debido a que la funcion no necesariamente existe en

ese punto. Al no estar incluida a dentro del intervalo, el entorno se transforma en uno
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reducido de centro a y radio & con la siguiente representacion matematica (Leithold,

1998).

{ﬁ;a—c? <x< a+6,x¢a}

4 Ny
A © J
a-& a. a+a
Figura. 1.17 Representacion de un entorno reducido

1.4.2 REPRESENTACION DE UN ENTORNO

La representacion de un entorno es: E (a, §), en donde a es el centroy § el radio; si el
anhelo es representar un entorno reducid, esta seria su nomenclatura. E * (a, ). En
algunas ocasiones es necesario realizar operaciones con los entornos por lo cual resulta

adecuada la explicacion del siguiente caso (Leithold, 1998).

[x—al < &

La misma que es el resultado de la union de los siguientes intervalos.

[ ! i
r | T { i ]

a X a+d A a-& X a
Figura. 1.18 Representacion de un entorno

La expresion anterior que incluye un valor absoluto permite escribir en una sola expresion

los valores de x que son mayores o iguales que a, asi como también los valores menores.

O0<|x—a|< §

1.43 ENTORNOS LATERALES

En ciertas ocasiones es necesario determinar el conjunto de valores que estan a la derecha

del centro (a) o a la izquierda de este, en virtud de esto es necesario definir los entornos
laterales (Leithold, 1998).
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1.44 ENTORNO LATERAL DERECHO

e

Si{xxE;a<x< a+6.}:>E+(a,6.) d atd
1.45 ENTORNO LATERAL IZQUIERDO
i 3
i 1
Si {é;a—6.<x<a}=> E~(a,6.) a—4 a
1.4.6 EJEMPLOS DE ENTORNOS
a) E*(=23)=E"(-23)—-{-2}> o by o
-5 _ -2 1
b) E'(1,4)=E*"(14)-{1}> © ©
-3 1 3
L -
2 2
o E(3)=E((3) s 2 17 =
5

d) Dada una f una funcion real cualquiera 'y x, un elemento del dominio de esta

(x,€ Dom(f)). Encontrar el entorno horizontal de centro x, y de radio 4, tal que,

la imagen de este sea incluida en el entorno vertical E (f (x,), &), es decir que se

cumpla:
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Fy
Y
i | il I
fxol - =
o . P!
| g
S
I 1
| | |
| | |
n I ] 1 -_._
x -8 %o X0 x

Figura. 1.19 verificacion de un entorno

1. Dada una f una funcién real, definida por:
f(x)=7—-4x
2. Hallar el entorno formado para diferentes valores de & que cumpla la

ecuacion f(E(xo,8)) © E(f(xo), ).

Si x,=3, para valores de

1311
ATy
Coné¢ = %
3. Se halla el valor de f(x,)
f(x,) =7 —4x
fB)=7-4(@3)
fB)=-5
4. Se calculan los valores para el entorno vertical.
PSP S
_ s 1 _ 26
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5. Caélculo de valores preliminares al radio con f(x;)

24
f(xl) - 5
e 2
X1 = 5
59
*1 720

En donde:

59
X =207 (40— 8)

6. Calculo de valores preliminares al radio con f(x,)

26
fa) =-%
e 26
Xy = 5
61
*2 =50

En donde:
61
Xz = 5= (%o +6)

7. Calculo del radio (8)

I I_59 A1
%l = 1507 % T 20

|6t
X2 =Xl = 557 % T 20

8. Verificacion

F(E (x5, 8)) € E(f(%0),$)

1 1
f(EG.5) cE(-53))
Si xeE (3%) entonces el entorno horizontal seria:
X
—a—-6 <x<a+é
x€ER

3oL 3yt
20 % 20
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59 __61
20 ¥ <20

9. Reemplazar por los valores dados de la funcion para hallar el entorno vertical

59 61
(D rog <D *xx< (=D x5

5 5
—?<—4X<—?
7 8 e
5 x 5
26__, _ %

5 x 5

Como
f(x) =7 — 4x entonces:

26 _ o 2
5 < Sl 5

10. Se forma el entorno vertical

26 24
—T < f)+5< - +5

26 24
—?+5<f(X)+5<—?+5

1< ()+5<1
5 </flx 5

11. En donde se verifica

f(x)eE (f(xo)%) =E (f(S)'%> =E (_5'%)
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ftx)

T T xo-&
M o
B xo+d
1 0 H 1

]
1]
1 I

foo)r 4,
fi=a)
B fixor- £

=5

Figura. 1.20 Verificacion gréafica de un entorno
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CAPITULO 2

2. LIMITES Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

La matematica recibida hasta estos momentos se lo denomina precélculo, a partir de este
tema ingresaremos al calculo matematico, que inicialmente diremos que es el estudio de
los limites. Antes de definir a ciencia cierta que es un limite pondremos algunos ejemplos

practicos y reales (Leithold, 1998).

a) Si un objeto se desplaza a lo largo de una trayectoria en un instante de tiempo t,
se puede calcular su rapidez en cualquier intervalo de tiempo.
distancia

rapidez = —
tiempo

Esta rapidez es considerada ‘’promedio’’, debido a que sin importar el tamano del
intervalo nunca se conocera si la rapidez es constante. Ahora, si quisiéramos saber
que tan rapido se mueve este objeto cuando t=2s, entonces hablamos de una
rapidez instantanea, la misma que es el limite de la rapidez promedio cuando los

intervalos cada vez se hacen mas pequefios. Ver figura 2.1

Q%OI;

A\_/B

DISTANCIA

Figura. 2.1 Rapidez promedio
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b) Encontrar areas de figuras geométricas por medio de formulas establecidas,
resulta facil, pero: ¢Se podra calcular el area de regiones con fronteras curvas?
Arquimedes fue capaz de encontrar la aproximacion méas cercana del &rea de un
circulo, utilizando el area de un poligono de n lados. Es decir, el area del circulo
es el limite de las areas de los poligonos inscritos cuando el niamero de lados

aumenta tanto como se quiera. Ver figura2.2

N ( - \ v N
/ .\\\ /.f .\'\ 4 / \\
[ ;} .. / \ (’ i\
\ i < i lf'
\ f ) n
/ \ J A fl
\ r \ v | /,1
\ =
e X /. e, v/

Figura. 2.2 Area de un poligono

e) Si una funcién es lineal, la longitud de la curva se encuentra de forma sencilla
mediante la utilizacién de la férmula de la distancia entre puntos. ;Pero si la
funcidn es cuadratica, se podra calcular la longitud con la misma sencillez? jjLa
respuesta es no! Sin embargo, para encontrar la longitud se realiza una division de
n segmentos de recta a lo largo de la curva para finalmente sumarlas. Entonces
diremos que la longitud de una funcion cuadrética es el limite de la suma de las

longitudes de n segmentos de recta. Ver figura 2.3
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Ja/] 2 -+ 0 1 2

Figura. 2.3 Longitud de una curva

f) Dada la funcion h(x), en el momento de dar valores de X para realizar su grafica,
se verifica que la funcion no estd definida en x = —1. El motivo es por la
presencia de una asintota vertical. Entonces la pregunta que vendria a la mente del
lector seria ¢cuanto es el valor de la imagen para x = —1?

x%-1
x+1

h(x) =

Al dar valores lo mas cercanos a -1 el valor de la imagen tiende hacia —2 que

matematicamente se lo representa de la siguiente manera.= —2

® hi[x)
-1,18% -2,135
-1.14 -z, 14
-1,095 -2,095
-1.05 -2,05
-1 indefinido
-1,005 -2,005
-0.36 -1.26
-0, 78 -1,78
-0, 735 -1,72E

Tabla 1 Valores cercanos al limite
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Dependiendo el comportamiento de una funcién, imaginemos el hecho de tener que
realizar una tabla de valores para determinar el valor de la imagen de una funcion
(polindbmica, exponencial, maximo entero, valor absoluto, etc.), cuando la variable

independiente tiende a cierto valor x, (Marsden & Tromba, 2004).

A pesar de que se podria realizar tablas de valores para acercarnos lo maximo posible a
unvalor de x,, esto representaria recursos. Sin embargo, con la utilizacion de operaciones
y artificios matematicos se podra resolver el mismo problema de una manera mas rapida.
Por ejemplo, en la funcidn h(x) se puede establecer el valor de la imagen cuando x tiende
a -1 solamente mediante un proceso sencillo de factorizacion (Marsden & Tromba, 2004).
Ver figura 2.4.

asintota

Figura. 2.4 Gréfica de una funcion con asintota x = —1

1.1 DEFINICION DE LIMITE
Existen diferentes conceptos relacionados con los limites, analizaremos algunos de forma
teodrica y despues se establecera una definicion con conceptos matematicos(Marsden &
Tromba, 2004).
a) Se entiende por limite a la linea que divide a dos entidades o territorios, la misma
que puede ser real o imaginaria. Por ejemplo “Los Pirineos sefialan el limite

existente entre Espafia y Francia”.
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b) Un limite “es el punto al cual algo, debe llegar a término o alcanzar su valor
maximo”. Por ejemplo: "El atleta ha llegado al limite de su velocidad"; "Este
martes es la fecha limite de entrega", “El limite de velocidad en esta curva es
50km/h”.

c) Se usa figurativamente la palabra limite, para indicar que algo ha ido mas alla de
lo necesario o de lo concebible, o para calificar una situacion extrema que requiere
atencion urgente: "La corrupcion en Ecuador ha superado el limite de nuestra
imaginacion”, "Es hora de que alguien le ponga limites a su conducta”, "El hambre

en el mundo ha llegado a una situacion limite".

2.1 CONCEPTO MATEMATICO DE LIMITE

Frente a los conceptos mencionados en el apartado anterior, el concepto més cercano de
un limite matematicamente se detalla a continuacion. Dada una funcion h(x) el limite de
esta, cuando x tiende a x, es L. Esta expresion implica entender que, para todo & > 0,

existe algin § > 0. De tal manera que si.

0<|x —x,| <6,entonces |h(x) —L| < &
Siendo 6 el incremento entre un punto y el siguiente a lo largo del eje de las abscisas, y
& el incremento entre un punto y otro a lo largo del eje de las ordenadas. La representacién

matematica de un limite es:

Para entender de mejor manera diremos que: “El limite de una h(x), cuando el valor de
X Se acerca a x,, es L. En funcidn de esto, se formaran puntos en el plano, en el cual se

evidencia que todo entorno horizontal, genera un entorno vertical (Stewart, 2008).
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Lt B o d i

Lg — - =/

Figura. 2.5 Interpretacion gréafica de un limite

2.1.1 VERIFICACION DE LA TEORIA DEL LIMITE

Dada la siguiente funcion, encontrar el limite de la funcién cuando x,, =2.
L=12
Aplicando la formula se tiene: x, = 2,L = 12
0<|x—x,1<6,=2|h(x)—L| <&

0<|x—2|<6,2|7x—2-12| < ¢
Tomando la segunda expresion:
|lh(x) — L] <&
|7x —2—12| < &= |7x—14| <& =2 7|x—2| < ¢

Entonces de la primera expresion se tiene:
lx —2| <6
Por lo tanto

|x—2|<§=5 =>&E>y 5=§

La expresion final quedaria:
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0<lx—2/<8=% = |f(x)-12|=7|x-2| <&

§

Segun la penultima expresion § = ~en donde & = 7 4, si esto reemplazamos en la tltima

ecuacion entonces:

IFGo) = 12] = 7)x — 2| < 7(?) iy

Demostrando que:
|h(x) —12] < &

2.2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Sea h(x)y r(x) funciones reales, h(x) = L,r(x) =M , k un valor constante y c el

valor hacia donde tiene x se cumplen las siguientes propiedades (Stewart, 2008).

1. Si f(x) = k, constante limf(x) =k
xX—a
Para lim f(x) = A y lim g(x) = B, tenemos:
xX—a xX—a
2. limk-f(x) =kA
x—-a
3. lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) £ limg(x) = A+B
x—-a x—-a x—-a
4. lim[f(x)-g(x)] = limf(x)-limg(x) = A-B
x—a x—a x—a
fx) chi_rgglf(x) A

=z ,cuando B # 0.

xsa g chi_r)rglg(x) -

6. limY/f(x) = ™|lim f(x) = VA, cuando VA sea un numero real.
x—a xX—a

7 ImlfCOl = [lim fGo| = A

Para limites infinitos
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—oo, cuando n es impar

+00, cuando n es par x>0~ x™

Para limites de tipo trigonometrico fundamental

1

10. )1}_[)13 o5 =1
11. lim 3"® _ 4
x—0 X

12. limcos(x) =1
x—0
Para limites de tipo algebraico fundamental

13. lim(1+)* =
X—00 X

<=

14 lim(1+y) =e
y—-0

2.3 FORMAS DE RESOLUCION DE UN LIMITE

La resolucién de un limite es mas sencilla de lo que parece, ver figura 26. En donde se
necesita que el lector sepa manejar correctamente teoria matematica aprendida en cursos
o niveles anteriores al calculo matematico 1. Los temas que se requieren conocer muy

bien son:

a) Racionalizacion.

b) Potenciacion.

c) Operaciones bésicas de fracciones heterogéneas y homogéneas.
d) Propiedades de logaritmos y exponenciales.

e) Funciones e Identidades trigonometricas.
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f)  Funciones e Identidades hiperbolicas.

g) Todos los casos de factorizacion.

El siguiente diagrama de flujo indica cuales son los pasos en la resolucion de un limite.

INICIO

Reemplazar el valor
decen:

lim hix)

x—c

Levantamiento de la

indeterminacion si

El limite de la funcidn h{x) cuando x
tiende a 'c’ es valor finito igual a L.

lim hix) =1L

X

mediante procesos
matematicos. \/

Figura. 2.6 Pasos para la solucion de un limite

Es necesario indicar que en el primer paso del algoritmo durante la evaluacién del limite

se presentaran algunas rapidas a considerar.
a) lim f(x) = o
X—00

b) lim == oo
x—0 X

c) }Ciggl)f(x) =0

d lim==0

X—00 X

2.3.1 LIMITES RESUELTOS CON EVALUACION DIRECTA

,  x3+3x%+6x+12
a) lim——————
x-2 x+2
Problema planteado
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(22 +3(2)2+6(2)+12

lim
xX=2 2+2 Evaluar el limite en x=2
li 8+12+12+12 44 11
m = —=
xo2 2+2 4 Solucion
b) lim f_4
x—16 Vx+2
Problema planteado
. \16-4
x—>ql6 Vi6+2 oo
Evaluar el limite en x=16
i 2740
im-——=—-=
=162 +2 4 Solucion
1
o tim (@)
x4 \2 Problema planteado
1
Tz
fcl_rﬁ (E) Evaluar el limite en x=4
1
lim26 =132
x—4 .,
Solucién

d) lim (sen@ +coscos @)

¢ Problema planteado

) T T
lim (sen— +cos cos —)
9—>E 6 6 ;. b4
6 Evaluar el limiteen 8 = .

2 2

lim
9—%

(1 \/§> 1443
+— =

2 Solucién

. senf—coscos f8
E) 531_1)'7_} tanf+3
3 Problema planteado

senZ —cos cos =
3 3

lln}i‘ T . _m
po3  tang - V3 Evaluar el limiteen g ==
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V3 1 V3-1
\/E \/2_— 3 = 23 Solucién

llm

2.3.2 EJERCICIOS RESUELTOS CON
INDETERMINACIONES

LEVANTAMIENTO DE

Los ejercicios resueltos en la seccion anterior ocurren en casos excepcionales, la mayor

parte de problemas en calculo matematico incluyen indeterminaciones de diferentes tipos

0 . ..
[ =, 00 —00,1%, etc] los mismos que son el resultado de las composiciones de

0 o

funciones presentes en el limite a resolver. Estos tipos de indeterminaciones son

levantados mediante procesos matematicos conocidos por el lector.

A continuacion, se resolveran algunos problemas detallando de forma resumida el paso a

paso de cdmo se obtuvo su solucion.

. h —(t+Dh+t
a) llmg—g
h-t x2—t

2= (t+Dt+t
lim 3 3
h-t t°> —t

ot —tr—t+t 0
lim =

h-t t3 —1¢3 N 6
—b + Vb2 —4ac
12 = 2a

Ct+ D+ D2 -4t
1,2 — 2

(t+1)+,/(t—1)2

h1 2=
t+1D+(-1)
h1,2 = 2
h1 _ (t+1)J2r(t—1); hz _ (t+1);(t—1)
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Problema planteado

Evaluacion del limite en h=t

Levantamiento de indeterminacién

Uso de la formula general

Sustituyendo de valores

Simplificacion de términos del radical

Eliminacion de la raiz y potencia
cuadradas

Se separan las dos raices
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2= 2 2

b) lim h3+h%-5h+3
h>1 h3+2h2-7h+4

1*+12-5(1)+3 0

13+2(1)2-7(D)+4 0

GRS SIGEOIGES)
A (h— D+ Dh—1)

o (143 _(A+3) 4
Pith+4) (1+4) 5

¢ lim h190_2p+1
h51 h50-2h+1

110 -2(1)+1 0

150 —2(1D)+1 0

(h—1D(Mh*®°+h®+hr7 +-+h—1)
hot (h—D(h+h*® +h¥ + -+ h—1)

” (1 +1%+17 4+ +1-1)
Rt (L+1% +1%7 + -+ 1—1)

p LF1H1.+1-1_ 98 _ 49
At 1+1+1.+1—1 49 24
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Solucién para hl

Solucién para h2

Problema planteado

Evaluacion del limite en h=1

Levantamiento de indeterminacién
(Factorizacidn)

Solucion

Problema planteado

Evaluacion del limite en h=1

Levantamiento de indeterminacién
(Factorizacidn)

Eliminacion de términos semejantes y
evaluacion del limite en h=1

Solucidon
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d)

1)

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

lim 1”;2_1
h—-0 h
Vi+02-1 0
02 0
li <m-1> <m+1>
m '
h—0 h? Vi+hZ+1
.y (\/1+h2)2+\/1+h2—\/1+h2—1
m
h—0 (hz)(m+ 1)
1+h%2-1 h?

DT TRE+1) ST R+ 1)
1

1
li =
h%1(«/1+02+1) 2

$h-2

. Vh—2 (VYnZ+2Vh+4)
m '
-8 h—8 (YhZ+2Vh+4)
. (h—8)
lim 3 3
h=8 (b — 8)(Vh2 + 2Vh + 4)
li !
m
h=8 (YnZ + 2V + 4)
1 1 1

li = =
W5 (VBT 4 2YB+4) A+4td 12

1-h 1-h3
. 1 3 )_—2
mi\1—1"1-13) "0

1 3
i (75~ )
P\ —h U=—h +h+h2)

Problema planteado

Evaluacion del limite en h=0

Levantamiento de indeterminacién
(racionalizacion)

Producto de cocientes

Eliminacion de términos semejantes

Solucidon

Problema planteado

Evaluacién del limite para h=8

Levantamiento de indeterminacién
(racionalizacién)

Producto de cocientes y eliminacion de
términos semejantes

Eliminacion de términos en comun

Solucién

Problema planteado

Evaluacion del limite en h=1

Levantamiento de indeterminacién
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.y (1+h+h?)-3
i <(1 “ +h+h2)>

.y h? +h-2
I\ =)+ h + h?)

lim

h-1

—-1-h)(h+2)
((1 —hA+h+ h2)>

Rt -3
AT+ h+h?) 3

im 8/h-1
h>1 Yh-1

g)

Vi-1 0

%%%_1_0

y Vi-1 0
AT —1 0

lim .

=1 (h = 1) \VR7 + Vhe + VA5 + Va* + VR3 + VRZ + Vh + 1
<W+W+W+W+W+1>
VRS + Vr* + VR3 + V2 + VR + 1

(h—1) <W+W+W+W+W+W+W+1>

. Vns + Vrt + Vn3 + Vh2 + Y+ 1
m
h=o13/R7 + Ve + VRS + VYt + V3 + V2 + Vh+ 1

. VRS + Vr* + V3 + Y2+ Yh+ 1 5
m = —
ho18/R7 + Vhe + VRS + Vht +Vh3 +Vh2+Vh+1 8
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Eliminacion de términos en comun

Solucion

Problema planteado

Evaluacion del limite en h=1

Levantamiento de indeterminacién
(racionalizacién)

Eliminacion de términos en comun

Evaluacion del limite en h=1

Solucidon
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h) lim —Y23
h-2 2-3/o—V2h-3

Problema planteado

] 1—+vV2h-3 0
lim =—

h=29 _ 3\/ 9—+2h-3 0 Evaluacién del limite en h=2
t=vV2h—-3

Conh=2->t=1 Cambio de variable

Lt 0
12 _3Y9—¢ O

(1-1) (22 +23¥9 —t + (i/9 — t)z) Levantamiento de indeterminacion
lim > * > (racionalizacidn)
=1(2-Y9-1t) (22+2‘§’/9—t+(§/9—t))

(1—t).(4+23\’/9—t+(?i/9—t)2)

lim

=1 23— (/—¢)
2 Eliminacion de términos en comun
_ (1—t).(4+23\’/9—t+(?i/9—t))
= lim 8— (9—1t)
@-0.(4+239—t+ (0= t)z)
lim
t—1 —(1-1)

lim = (44239 -2+ 39—1)")

Solucion

lim_y (44239 -1+ (39-1)") = -12

2.4 EJERCICIOS PROPUESTOS

e Resuelva los siguientes limites por evaluacion directa

a) lim x+%

x—-1
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b) lim

X—00

¢) lim

x—3

d) lim

x-1

e) lim

x—-0

f) lim

x-1

g) lim

xX—2

h) lim
X—00

) Egg

N

) lim

k) lim

x-0

) chl_rg

m) lim
x—>-2

n) lim
x—1

x+4-3
X
S+ Vx
x%+3
x8-3
(x? +3x — 1)?
(x-2)?
x—=2
24Z42
x 3

2x8 + 3x7 + 4x° — 5x° — 6x* + 7x3 + 8x?

x2-242
X
x> +x+3

x2—(5+1)x+5
X3—53

x%2—(=-2+1D)x+(=2)
x3_(_2)3

x3+x2-5x+3
x3+2x2

—=-x+7

e Resuelva los siguientes limites con levantamiento de indeterminaciones

1) limi.

2) limijZ =t

3) l}cril_z

4) lim:.:

5) lim:.:

6) lim:.:

7) lim:.:

8) lim:.:

9) lim:.:

Pérez Rojas J.

x2-3x-2
2x2%—5x42
x2—x—2
2x2%+4x+4
x2—4x
2x%+4x+3
x2—4x

x2—-7x+6
2x%+6
4x2-36
2x3-2x
x2-8

L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

5 202—13x+20

2x%2-9

3'5x2—23x+24

2x342

fax2—x—14

2x%2-4

"3x2-17x+20

2x%2-2x+6

f4x2-11x+6

2x243x4+4

"8x2-19x+15
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x—-3 8l—x
oy 3x3 -4
Yo x—64

st 2x%-3

X2 13x2—6x+15

seees x3 —4x

x—0 Xx%2-2x
sy 202 —x—9

x—3 f x2—x-3
oy X2-25
X x2—4x—-3
3x2-1
x—1 f2x2-x-1

x—>—3. x2—-7x+4
oy 202 —5x+14
x—2 " 3x2-2x-1
w 3x%43
x—>—3. x2-2x—-9
e X3—64
x—>;} ‘x2-2x-8
e 2X% 442421

x—-3 x2-9
1
x—0 X%2-2x+1

F 2x2 —-x—2

xo1 2x2-3x
oy X232

x—2 " x2-7x+3
x3—1
x—3 X%2-6x+9
x3+x%-2x+1
38) lim =2
1x3+2x2 4x+2

36) lim —2x+1

x—1 x25—2x+1

X+3
37) 11m . FiTroa

2.5 LIMITES LATERALES

gy 6X2—11x421

Vitx—1
38) lim }c—>0 T+x—-1
Vx—4
39) llm 1=,
2—x
40) lim e
41) lim X% —x-x-595
x—25 x—25
3
x—>4- x—4
43) ltmzlﬂ
44) lim \/x2—2x-;-6—\/x2+2x—6
x-3 x“—4x+3
\/x+ -2
45)l N e
46) lim \/W—Z\/m
x—>0 X
47) lim xVx*-1-6 Yx2—1-6

x—>3 3—x

Va—1+4Wx—1-3x—1+4

48)£c_>0 3\/ 1-53x—1+ ¥x—1-3
49) lim {73 X2+
x-1 -1
e (X—1)2—x?
oy ¥5—x-V3Hx
51) lim £ -
52) lim {352
x--3 +3
. seess x—4
53) lalcril i Yx+5-3
2_
54) lim i — !

En las funciones a trozos es necesario determinar cual es el valor de la imagen L, cuando

la variable independiente tiende hacia cierto valor Xo, de forma similar a las funciones

anteriores. Sin embargo, estas funciones también llamadas a intervalos tienen la

particularidad de poseer diferentes valores de la imagen L, cuando la variable

independiente tiende a cierto valor por la izquierda (Xo~), o por la derecha (Xo™)

(Stewart, 2008).

h(x) ={x?—-3si x<22x—1si x>2
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|E'

Figura. 2.7 Gréfica de una funcion a tramos

En este tipo de funciones los valores de andlisis de Xo, se los conoce como puntos de
conflicto en donde serd necesario determinar si la funcion es o no continua por la
presencia de las conocidas asintotas. Esta continuidad se estudiard en las proximas
secciones (Stewart, 2008).

En este punto es necesario recordar parte de la teoria de intervalos y sus diferentes
representaciones matematicas y en el plano. Ver figura 27

Intervalo abierto:
a) Signos matematicos o representacion de inecuaciones (<, >).
b) Signos de agrupacion (), ] [
c) Representacion en el plano (0).

Intervalo cerrado:
a) Signos matematicos o representacion de inecuaciones (< ; =)
b) Signos de agrupacién [ |
c) Representacion en el plano (@)

2.5.1 CONDICION NECESARIA DE EXISTENCIA DEL LIMITE

Para determinar cudl es el comportamiento de una funcién cuando la variable la variable
independiente dentro del plano tiende a cierto valor, se debe determinar que existe el
limite de la funcidn cuando este se acerca a Xo. Ademas, si en una funcion presenta puntos
de conflicto o discontinuidad es necesario verificar que (Fleming, & Varberg, 1992):

h(xy) =L1

h(xy) =L2

siLll1=L2 - h(xy) =13
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— =104 —

:I.i.:rr% h(x) =4

[}
- — — — —_— . — =

Xo=2 No=2 5 10

[
[=}

Figura. 2.8 Condicion de existencia de un limite
La ultima representacion indica claramente que, el comportamiento de una funcién h(x)

cuando esta tiende a un valor de a es L siempre y cuando los limites laterales (izquierdo
y derecho) sean iguales y existan; bajo otro caso el limite de la funcién en este punto no
existe. Ver figura 29
h(xy) =L
h(xy) = L1h(xg) =L2 - L1 # L2 - h(xy) =2

3 Qﬁlz'mﬂ" 5 10

Figura. 2.9 Condicion de no existencia de un limite
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2.5.2 EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITES LATERALES

a) Dada la siguiente funcion determinar si existe el limite en x=1y x=4

h(x) ={x%six<1xsil<x<44—xsix>4

Figura. 2.10 Grafica de la 1° funcion con limites laterales

lim,_1h(x) Determinacion del limite en
x=1

limh(x) = limx*=1= L1 Evaluacion del limite por la

Xl x=1 izquierda

limh(x)=limx=1=12 Evaluacion del limite por la

X1t Xt derecha

L1=12=1 El limite existe

lim ,_4h(x) Determinacion del limite en
xX=4

limh(x) = limx=4= L1 Evaluacion cuando se acerca a

x4~ X4~

4 por la izquierda

lim+h(x) =lim4-x=0=1L2 Evaluacion cuando se acerca a
x4 x4 4 por la derecha

L1=+12 El limite no existe
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b) Dada la siguiente funcion determinar si existe el limite en el punto de conflicto.

h(x){—-1 six<00 six=01 six> 0

%o=0 [X0=0

Figura. 2.11 Grafica de la 2° funcion con limites laterales

lim h(x) Determinacion del limite en
x—0 x=1

limh(x) =-1= L1 Evaluacion de la funcién por la
Xl izquierda

lirrkh(x) =1=12 Evaluacion de la funcién por la
Xl derecha

L1 +# L2 Como el limite por la izquierda

y el limite por la derecha son
diferentes (no existe)

c) Calcular si existe el limite en X=5 dada la siguiente funcion.

heo) = ¢ x—5 >5x2—12x+35 -5
X)={——, x> , X
1-Vx-—4 xX—5
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Figura. 2.12 Grafica de la 3° funcion con limites laterales

lim h(x)

x-5

lim h _x?—12x+35 0
Hmh(x) =————=7
. (x—=7(x-5)

lim

X—5~ x—5

limx—7)=1lim(5-7)=-2=11
x—57 x—57

lim h _ 5 x—=5 0

xiTSYE_ (x)_xiTSrg'l—\/x—Al._O
] (x—5)(1+\/x—4)

lim

x—5% —(x—5)

lim —(1+Vx—4)=lim —(1+V5—-4)=-2
x-5% x-5%

= L2
L1 =12

Determinacién del limite en
x=5

Evaluacion del limite al
acercase a 5 por la izquierda

Levantamiento de la
indeterminacion
(factorizacion)

Solucioén del limite por la
izquierda

Evaluacion del limite al
acercase a 5 por la derecha

Levantamiento de
indeterminacion
(factorizacion)

Solucién del limite por la
izquierda

Como los limites laterales son
iguales el limite existe.

d) Dada la siguiente funcion determinar si existe el limite en los puntos de

conflicto.
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h(x)={1—-x%six<11si1<x<2|x-—

3|,six>2

AR

+ < O] xo=xix21 | ¢
= | 5
Xo=1|Xo=2

Figura. 2.13 Grafica de la 4° funcion con limites laterales

lim h(x)

x—1
limh(x)=lim1—x*=1lim1-(1>)=0=12
x—-1" x-1" x-1"
limh(x)=lim1=1=1L1

x-1t x—-1t

L1+ L2

a) lim x—>2h(x)

lim h(x)=Ilim1=1=1L1
xX—2~ xX—2~

i

lx=3|={x—3,x=>33—-x,x<3

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

Determinacién del limite en
x=1

Evaluacién del al acercase a 1
por la izquierda

Levantamiento de
indeterminacion
(factorizacion)

Solucién, no existe limite en
x=1

Determinacion del limite en
X=2

Evaluacién del limite de la
funcién cuando se acerca a 2
por la izquierda

Evaluacion del limite de la
funcién cuando se acerca a 2
por la derecha. Al ver un valor
absoluto se evalUa y se trabaja
con el que esté dentro del
intervalo
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lim h(x)=lim 3—-x)=1lim 3—2)=1=12 Sustitucion del limite en x=2
X—27 xX—-27 X2~
IL1=12 Solucién, existe limite en x=2

: . . 5
e) Determinar el limite de la funcion en x = >

lin% |x| + [13x]

0 1 X0=2.5 X0=2.5 4

Figura. 2.14 Grafica de la 5° funcion con limites laterales

En el presente problema la funcién que se acerca por la derecha y por la izquierda a x, =
5 . . . . , .
5 €8 la misma. Sin embargo, es necesario garantizar que lo que esta dentro del radical sea

real.

. L - 5
lm’SL h(x) Determinacién del limite en x = -

x5

2

L, .. 5
Determinacién del limite en x = 5

llrgl |x] + |13x| =

x—2 Por la izquierda

2

limv35=1L1 Encontrado el limite por la
[

x5 izquierda
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lim+/|x| +|13x| = lim
5* U]
X—)E 2

lim V35 = L2
x=3
L1=12

f) Calcular si existe el limite

o o [x—1] —x
lim ——
x--3 /xZ— [[x]]

o V3xZ+1+4+2x
lim ———
x—3" [x]—3

n<x<n+lconn=2

[x] = {2;2<x<3 ; [x] = 2

V3x2+1+2x i V3(3)2+1+203)
———F— = lim =

xligl— [x] -3 x-3~ 2-3 ~(Vz8 +6)
~ —11.29
_ IxI-1-x
lim ————
x—>-3 xZ _ [[X]]
]
4 -3 2
[x1{—4 —4<x<-3-3 —3<x<-2}
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., . 5
Determinacion del limite en x = 5

Por la derecha

Encontrado el limite por la
izquierda

El limite si existe

Con propiedades del maximo
entero el limite cambia

Identificacidn del intervalo

Analisis del maximo entero n=
2 porque el analisis pide por la
izquierdaa 3

Analisis del limite

Ordenacion del limite con las
propiedades del maximo
entero

Se analizan los intervalos para
cada valor cercanos a x=-3

Andlisis del maximo entero en
cada intervalo
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, [x] -1—-x —4—-1-(-3)
lim,, 3-———==1lim ,_,_3-
x? — [[x] (=3 - (=4
S F3 2 o _os5=11
Vi3 V13 T
, [x] -1—-x —-3-1-(-3)
lim, , 3+ ——==1lim,,_ ;-
x? — [x] (=3 = (-3)
S Tl 029=12
viz 23 T

L1+ L2

g) Calcular si existe lin(} f(x),donde
X—

_(x%,x>0
f&) _{x,x<0

. _ . 2 _
S0 = g =0
limf(x)=limx=0

x-0"

x—-0~

S0 = i f0 =0

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

Analisis del limite por la

lzquierdaa x, = —3

Analisis del limite por la

derechaaxy = —3

No existe limite en x=-3

Problema planteado

Se evalta en 0 por la derecha

Se evalta en 0 por la izquierda

La funcidn es continua
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Figura. 2.15 Gréfica de la 6° funcion f(x)

2x—3six<1

h) Determina si la funcion f(x) = { es continuaen xo =1

-x six=>1
Flx) = {Zx -3 .s:i x<1 Evaluamos la funcidn por la izquierda y por la
-x six=>1 derecha
xlir{gr - X Evaluamos el Limite por la izquierda
-1 Solucion por la izquierda
xlir{l_Zx -3 Evaluamos el Limite por la derecha
2(1)-3=-1 Solucién por la derecha
il_?:fll fx)= -1 La funcién es continua

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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—2

Interseca
{1, -1)

Figura. 2.16 Gréfica de la 7° funcion f(x) con punto de interseccién

i)

ax — 3 x< -2
f(x)=4{x*-1 -2<x<3
bx+1 x=3
lim = lim
x—-2~ x—2t

. _ — . 2 _
xlirzn_ (ax —3) xlirszr(x 1)

2a-3=4-1
2a=6 = a=3

lim = lim
x-3~  x-3%

. 2 _ — .
I = D) = fim (x + 1

9-1=3b+1
8=3b+1
7=3b

7 =b
3=

ax — 3
bx+1

Hallar los valores de Ay B

Tomamos dos funciones con su limite
respectivo porizquierda y derecha, las
igualamos

Resolvemos la igualdad reemplazando el
limite

Solucién y obtenemos el valor de a

Tomamos dos funciones con su limite
respectivo porizquierda y derecha, las
igualamos

Resolvemos la igualdad reemplazando el
limite

Solucién y obtenemos el valor de b

Y los valores obtenidos reemplazamos en
cada funcién y resolvemos
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3x-3
Zx i1 Solucidn
3
I
/
1 /,l’/
S
7 =5 —4 = 2 1 ‘/ o ft <1 4 B
3
/!'
2 i”
/
/
// iflfd
.r"l
f‘, fF 5
Figura. 2.17 Grafica de la 8° funcion f(x) con limites laterales
|x| si x< -3
D flx)= x2-2 si -3<x<3 ,enx=-3yx=3
log(x +7)7  si x=>3
|x] < -3 Resolvemos cada funcidn con su intervalo
3
—3<x2-2<3 Resolvemos cada funcién con su intervalo
—3+2<x?<3+2 Pasamos al otro lado el -2
—1<x%2<5 Y eliminamos el elevado al cuadrado con raiz
x €ENV-—1; V5
x € (—V/5;/5) Pero como no hay raiz de nimeros negativos solo
se toma en cuenta el primer resultado
log(x +7)” =3 Planteamos otro rango con el paréntesis
log(x +7)” =3,x > -7 Elevamos una raiz a la séptima para todos

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Moglx +7)7 = V3,x > -7 Despejamos el logaritmo
(x+7) = 107‘/§,x > -7 Despejamos el 7
X> 107\5 -7 x>-7 Solucioén

\
el ] el et et Dl

Figura. 2.18 Grafica de la 9° funcion f(x) con logaritmo

2.5.3 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LIMITES LATERALES

x%,x>0

a) Calcular si existe iz_r)réf(x):donde flx) = {xx <0

x%,six <1
b) Calcular si existe limf (x), limf(x),donde f(x) = {x,si 1<x<4
x=1 x4 4 —x,six >4
1—x%,six<1
c) Calcular si existe a) limf (x), b) limf (x), donde f(x) = { 1,sil<x<2
x-1 =2 |x — 3|, six > 2

x3-2x2-5x+6

o ' — ,Six <3
d) Calcular si existe chz_rg’ f(x),donde f(x) = GAH-1 o
x+2 ' -

e) Calcular lim 121>
x-0 X

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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f)

9)

h)

)

K)

P)

q)

Y

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I. W_

Calcular si existe lirr;[lel] +13x% — 11
xX—

Calcular si existe lim+/1 x 1 + [|3x[] + 4

xX-=
3

Calcular l:/n_- = [x% —sig (|x* — 1] — 1)]

B) = f(x), donde f(x) = (x — 2[x])?
[x—1]-x
—_ 9 < —
. lim Vx—[x] I=x<—2
Calcular si existe — f(x),donde f(x) x
x>—2 [3x]- [x1-8[3] Cper<r
[x]—x =X
x3-2x2-5x+6 iv<3
L , _ x-3
Calcular si existe chl_T)g, f(x),donde f(x) = m_l
,Six =3
x3—2x —5x+6 six <3
Calcular si existe Lim f (x),donde f(x) = E=N
x+1-1
,Six >3
X" —2x"—5x+6 3_2x2 —5x+6 six <3
Calcular si existe lzm f(x),donde f(x) =
,Six =3

(3x + 2) six <0
Calcular si existe llm f(x),donde f(x) = { 2 osix=0
(x3+2x%+1),six < -1

Icular si exi [ , = {
Calcular si existe xliflll f(x),donde f(x) (2x% —3x +1),six > —1

(x2=2x+1),six<2

Calcular si existe il_T)Tzl f(x),donde f(x) = (% +3x% + 1), six > 2

(2x% +2x+1),six <0

Calcular si existe ,lf_rﬂ% f(x),donde f(x) = | =22 + 1), 502 > 0

((x?2+2x+1),six <2

Calcular si existe li ,dond =
xl—trzlf(x) onde f(x) (x3 —2x%2+1),six >2

(2x? = 2x+1),six <0

Calcular si existe il_r)ré f(x),donde f(x) = (% +3x% +1),5ix > 0

(x34+3x2+1),six <1
(Bx?+3x+1),six>1

Calcular si existe lirrll f(x),donde f(x) =
X—

(B3x?+3x+1),six < -1

Icular si exi [ , = {
Calcular si existe xlgzl1 f(x),donde f(x) (P =302 + 1) six>—1
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(2x?>+3x+1),six <0

v) Calcular si existe chl_T)Té f(x),donde f(x) = {(x3 x4 1)six>0

(x3—2x%2+1),six<1

Calcular si existe li ,dond ={
w) ular si existe lim. f (x), donde f(x) (Bx2—2x+1),six =1

(3x%2—2x+1),six<—1

x) Calcular si existe xl_l)?Ill f(x),donde f(x) = {(x3 P32 1)six> -1

2.6 LIMITES AL INFINITO

El estudio de limites de una funcién de variable real implica analizar todos los casos
posibles de acuerdo con el comportamiento de las funciones cuando estas tienden
acercarse a cierto valor x,. En multiples ocasiones el limite de la funcion en x, no es
tan facil identificar el valor de L, ya que este crece o decrece sin fin (limites infinitos).
Matematicamente representadas por. Ver figura 36

lim,_x, h(x) = o

lim ,_xo h(x) = —o

li hix) = -0
Ll LT

Xo=0

= 1]

Figura. 2.19 Limites al infinito Figura. 2.20 Limites al infinito negativos

Toda la teoria existente en este ejemplar lleva una secuencia y una relacion directa, es por
eso por lo que en la seccion anterior se estudié la existencia de un limite con la
verificacion de los limites laterales, y es esta misma que se utiliza para la resolucion de

los limites al infinito. A continuacion, se presenta los posibles casos de esta clasificacion.

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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lim,_ y,+ h(x) = o
lim,_ y,+ h(x) = —
lim ,_x,- h(x) =

lim ,_x,- h(x) = —

lim h{x) =-00
x—=Xo D

Figura. 2.21 Limites laterales al infinito

Los limites infinitos son provocados por la presencia de asintotas verticales, las cuales
son rectas paralelas al eje ‘y, por donde se acerca la funcion tanto como pueda sin tener
la posibilidad de intersecarla en ningiin momento (Stewart, 2008).

2.6.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITES INFINITOS
a) Determinar el limite de la funcién en x=4

V16 — x2
x—4

lim x—4~

=

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Figura. 2.22 Limites al infinito ejercicio 1

V16 — x2 V16 —42 0 Evaluacion del limite en x=4
lim, - ———=Ilim,,,- —————— =— or la izquierda
x—4 Y — 4 x—4 4_4 0 p q
V16 — x2 16 — x2 Levantamiento de la
lim 4 * indeterminacion con
¥ x—4 V16 — x? factorizacion y
16 — x2 racionalizacion
lim ,_4-
T (e —4)V16 —«2
" (4—-—x)4+x)
im 4
o —(4—x)V16 — x? Eliminacion de términos en
comun
) (4+x)
lim 4 ———=
V16 — x2
(4+8) _ oo Solucién

lim s = T2

b) Calcular si existe el limite en x = V2

[ 3] - [’
2

x2 —

T |

litn _ h(x) = +oo

| =X o

=] -5 T -2 1] ;{Gr_'l’ 3 8
= liznn h(x) = -oo
=Ko + { :I

Figura. 2.23 Limites al infinito ejercicio 2

[x2] — 3 — [x?] Ordenacion del limite con
2_9 propiedades del méaximo
x entero

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Intervalos presentes en el

1 42 = 3 maximo entero
[x2]{1 1<x?<?2 2<x*<3 } Resolucion del maximo entero
[x?] =1 - [x?] — 3 — [x*] Limite por la izquierdaa\/f
x%2 -2
1-3-1 -3
— =—= Eee)
V2© =2 0 Evaluacion por la izquierda a
V2
[x2] — 3 — [x*] Limite por la derecha a V2
[1=2- x? =2
2—3-2 -3
2— = 0—+ = —O00
\/E —2 Evaluacion por la derecha a \/E

c) Determinar el limite en Xo=-4

lim _h(x)= oo
x—=Xo

L W =

Figura. 2.24 Limites al infinito ejercicio 3

x—2 Evaluacién del limite en
x+ 4 x=-4 por la izquierda

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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—4 -2 B —_6 _ o La funcién tiende a cero
—4+4 0 por la izquierda

x—2 Evaluacion del limite en
x+4 x=-4 por la izquierda

—4 -2 B —_6 o w La funcion se hace cero
—44+4 0+

por la derecha

d) Encontrar el limite x = 1~
3 —x?
2x2+5x+3

\
| \| lim b =
\| 258 R = =

Figura. 2.25 Limites al infinito ejercicio 4

3—x% 3 —(—1)2
2x24+5x+3  2(—1)2+5(-1) +3

Evaluacion del limite en

x=1 por la izquierda
3—-1 2

2-5+3 0+ g

La funcidn se hace cero

por la derecha
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2.6.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LIMITES INFINITOS

. x+1
a) lim—
x—»1tx-1
. 1 1
b) ,}lrzr!“ (X—Z + x+2)
c) lim 2x
x—5— x-5
. +2
d) lim —
x-2

x—1—1-x
e) lim —

x——-1—x+1

. 4x?+1
N ,!1,21 9-x2
. (2-x)+3
x-2- (x-2)2

[22_42

h) lim ©—=

xX—a~ X—a
. . Vx2-16
i) lim

x-4t 4-X
. . [1—x]+3
Do

DXl (2-1x])—

K) lim( DX (2-[x])-1

X—2~ 2—-Xx
([2x—1]+x)+1
. x—2
x(3) 2

([1—-x]+2x)+1

[x-1]
(5
n) lim~2——
x-1t  1-x
3x242x+4
x—)lg‘l" _2x2+5x+3
. 3-x2
lim S e
x—>—1— 2x*+5x+3

9)

m) lim
x—0~

p)

2.7 LIMITES INFINITOS
Al existir diferentes tipos de funciones, el comportamiento de cada una sera diferente
cuando la variable independiente tiende a cierto valor de Xo. Sin embargo, cuando la
variable independiente crece y decrece sin limite la funcion tiende a un mismo valor de
L, aesta ultima referencia se denomina limite infinito representado matematicamente por:
h(x) =L h(x) =1L

En la resolucion de problemas de limites infinitos se utiliza los artificios matematicos

mencionados en secciones anteriores para levantar las indeterminaciones, en el caso en

donde la funcidén en analisis sea una polindmica se utiliza ademas la divisién del

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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numerador y denominador para el indice de mayor potencia. Finalmente se puede
evidenciar el valor del limite mediante la grafica correspondiente. El valor de L en estos

casos siempre serd una asintota horizontal. Ver figura 45

i lim—=10
|EEE

Figura. 2.26 Limites al infinito ejercicio 5

2.7.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITES INFINITOS

) 2r3+4r24+51)(r2+r+1)
(r+2)(r*+2r3+7r2+r-1)

| e

| o a1} am L] d ]

limh(r)=1

. ]

Figura. 2.27 Limites al infinito ejercicio 6

Rr3+4r?2+51N0?+r+1) Anélisis del limite en r=co

(r+2)(r4+2r3+7r2+r—1):

(0]
(0]

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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2r5  6r* 11r3® 9r? oy Levantamiento de la
indeterminacion con la
divisién del indice de mayor
potencia.

sttt st
6 11 9 5 Evaluacion del limite,
_ 2+ F T 7z + 3 + o o2 teniendo en cuenta que todo
rllm 7 11 & 1 2 rllm 1= 2 numero dividido para infinito
1+7+r_2+r_3+r_4_r_5 es igual a cero.
b) (, r+2 — \/;) =00 — 00 Evaluacion del limite cuando
r — oo
N+ 2+ Levantamiento de la
(Vr+2—-+r) = ( Vr) indeterminacién con
(\/r +2+ \/7) racionalizacion
—_—\2 2
( rT 2) — (\/?) Eliminacion de términos en
(\/r + 2+ \/F) comin
r+2-—-r I 2
[

O N R P

2

i 0.
)

Division para el indice de
mayor potencia

lim,_

1+2+3+41
) ———

r
1 T;TPT® Evaluacion del limite cuando
T — 00
1 Levantamiento de
ir(r +1) B r(r+1) r indeterminacion mediante
r—1 T2 2(r—1) ) artificios matematicos
rr+1) —r@—1) r24r—r24r Suma de fracciones y
= eliminacién de términos
2(r—1) 2(r—1) semejantes
r Division para el indice de
( 2r ) o 1 mayor potencia
2r=1)) r_1
r T
d) 12422432 4. 472 T Evaluacién del limite cuando
r(r+1) 3 r— oo
r(r+1D)Qr+1) Levantamiento de
3 r indeterminacion mediante
r + 1) - § artificios matematicos
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2r+1) r
6 3
2r+1—2r_1

6 6

Eliminacion de términos en
comun.

Suma de fracciones y solucion

e) Dada lasiguiente funcion determinar las asintotas horizontales.

h(r)=r?—rt—r2+1

T—o0

Lz R T
lim r2r¥r+1

h(r) =7r?-

Figura. 2.28 Limites al infinito ejercicio 7

rt—r2+1

limr?—Jr*—r24+1=0—o

T—00

limr? —\r*—r2 + 1«

T—00

lim

2?2 — (VrF =12+ 1)

rP4Vrt—r2 41
r24+Vrt—rz2 41

ot —rt4r?2 -1
= lim

T—00

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

r24+Vrt—rz2 41

o0 2 4 \rt —r2 4+ 1

1-0 1
lim ==
oo 14+41-0+0 2

Aplicamos el limite de la funcién h(x)
cuando X— oo

Evaluacion del limite en r=c0

Levantamiento de la indeterminacion con
racionalizacién

Eliminacion de términos en comun

Division para el indice de mayor potencia
. . 1
La asintota sera L:E
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2.7.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LIMITES AL INFINITO

a)

b)

9)

h)

)

k)

X+1
x-1t x—1
2+X

lim —

X—5~ X—5

. X+2
lim —
x-1" 1-x

X—2

Xx->—1" X+1

4x%+1

x—3+ 9—x?

. 1 1
i (= + 1)
x—21+ \x-2 X+2

lim (\/X +2 - \/;)

X—00

2x*43x%4+5%x—-6

x—00 X3+43x2+7x-1

im 3x3-4x+1
x—oo (x2+1)(x2-1)

. 3[1+48x2
lim 5
X—00 X“+4

. 2| x24+x+3
lim —_—
X—00 (x-1)(x+1)

VxF+1+4x
m ——

X—00 xX+1

P)

q)

. e 5X%—4x+1
lim:i.i=————
x—oot 2x24+x-3

L e X3-2x%4x
limi.i

x—o00— 4x34+3x%2—x+2

lim L x2+4x —x

hm sinx
x>0t X
----- x24+3x+1

lim e X x+1
Xoo0— X24+x+2
lim £ In(x2+1)
x—o0t x
lim i x+Vx2+1
x—oot  2x

lim xZ+x+1

lim:.:

x—oot x
lim 73 ="
x>0t X

lim i Vx2+4+x
x—>o<.).'.':. 2x
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2.8 CONTINUIDAD EN UNA FUNCION
El comportamiento de una funcion se lo puede establecer mediante la continuidad de esta
a lo largo de R. Es importante mencionar que con la presencia de asintotas (verticales u
horizontales) o por ser una funcion a trozos estas pueden presentar diferentes puntos de
interrupcién en donde serd necesario evaluar si existe 0 no continuidad. A nivel del
analisis matematico se debe verificar los siguientes pasos para determinar la continuidad
(Purcell, & Varberg, 2007).

a) )lci_{r;h(x) =1L
b) h(a)=1L
C) 9lcl_r)g h(x) = h(a)

Si los tres pasos se cumplen entonces se dice que la funcidn es continua en el punto de

interrupcion o de conflicto.

2.8.1 TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Al realizar el proceso de determinacion de la continuidad de una funcién en un punto
critico dado x, = a siguiendo los tres pasos detallados en el apartado anterior se tiene los

siguientes tipos de discontinuidades (Purcell, & Varberg, 2007).

2.8.1.1 DISCONTINUIDAD EVITABLE

Este tipo de discontinuidad se da, cuando los limites laterales son iguales pero la
evaluacion de la funcién es diferente. Toma este nombre ya que si la evaluacion de la
funcién tuviera el mismo valor q los limites esta se pudiera evitar (Purcell, & Varberg,
2007).

lim = lim = L1
x-at  x-a”

f(a) = L2
L1+ L2
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2.8.1.2 DISCONTINUIDAD INEVITABLE

Este tipo de discontinuidad se da, cuando los limites laterales son diferentes. Sin
embargo, al realizar la evaluacién de la funcion en x=a es posible que esta sea igual al
limite por la izquierda o por la derecha, por lo cual a pesar de existir una discontinuidad
de tipo inevitable en un punto xO=a se puede tener una continuidad por la derecha o por
la izquierda (Purcell, & Varberg, 2007).

tm = 11

lim = L2

x-a

L1+ L2
Si:

f(a) = L2
Entonces se tendrad una discontinuidad inevitable, pero la funcion sera continua por la
izquierda.
Si:

f(a) = L1
Entonces se tendra una discontinuidad inevitable, pero la funcion sera continua por la

derecha.

2.8.1.3 DISCONTINUIDAD ESENCIAL

Este tipo de discontinuidad se da cuando uno de los dos o los dos limites laterales tienden
hacia +oo, ademas dependiendo los valores que pueda tomar la evaluacion de la funcion
en el punto x0=a, se puede tener una discontinuidad esencial con continuidad lateral

izquierda o derecha segun corresponda (Purcell, & Varberg, 2007).

lim = +o0
x—at
lim = L1
x—a
f(a) = L1
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Por ejemplo, con estos valores que asumimos puedan tener los limites laterales, el tipo de
discontinuidad que presentamos es discontinuidad esencial, con continuidad lateral

izquierda.

2.8.2 EJERCICIOS RESUELTOS DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

f) Determina si la funcion g(x) = {2x —3six <1 —x six >1 escontinua

en xo =1
l\ 3 4 H — 4 i | S - -'—'—:
\ /
et
/ / /
-1 0 1// 2
F'Al|
Figura. 2.29 Continuidad lateral

lim2x—-3=2(1)-3=-1 Evaluamos el Limite por la
x=1 izquierda a x=1
li‘m+ —x=-1 Evaluamos el Limite por la
Xl derecha a x=1
gx)=—x g(1)=-1 Evaluamos la funcién en g (1)
lim g(x) = g(a) La funcién es continua en x
X—a

limg(x) = g(1) = -1

x0=—1

g) Determinar si la  funcion  f(x)={x? six<12x—-3 sil<x<
33 si 3 <x}escontinuaenx=1y x=3
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CONTINUIDAD EN x=1

Evaluamos la funcion por la
izquierda y por la derecha a

f(x)={x? six<12x—-3 sil<x3 3six>3} x=1

lim x2 = (12) =1 Evaluamos el Limite por la
x—-1" izquierda a x=1
lim2x—3=2(1)-3=-1 Evaluamos el Limite por la
x-1* derecha a x=1

fx) = x?; f(=1 Evaluamos la funcién en f (1)
lim # lim En x=1 se presenta una

=17 x-1F discontinuidad inevitable, pero
lim = f(x) =1 gna _continuidad por la

x-1" f() izquierda.

CONTINUIDAD EN x=3

Evaluamos la funcion por la
izquierda y por la derecha a x=1
f(x)={x? six<12x—-3 sil<x<33 six>3}

lim2x—-3=2(3)-3=3 Evaluamos el Limite por la
x—-3 izquierda a x=1

lim3 =3 Evaluamos el Limite por la
S derecha a x=1
f(x)=2x-3; f(3) =3 Evaluamos la funcién en f (1)

lim = limf(x) = f(3) =3
x-1" x-1t
En x=3 existe continuidad

x%2-2x-3

h) Determinar si la funcién f(x) = Pl continua en x = 3y traza su grafica

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

L= funcion es
coetinua en
x+3 yx23

X=3

Figura. 2.30 Problema grafico de continuidad.

()_xz—Zx—3
flx T x2—-5x+6
x*>—2x-3

lim ———
x-3 x2—5x+6

_32-23)-3 0

T 32-503)+6 0

" (x=3)x+1)
3 (x—3)(x—2)

" (x=3)x+1)
3 (x—3)(x—2)

5 (x+1) 3+1
5 (x—2) 3-2
f(3) = 4(solucion grafica)

imf(x)=f(3)=4
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Evaluamos el limite x — 3
por la izquierday la
derecha

Reemplazamos el 3 por las
X
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comun

Solucién

Evaluacion de la funcion en
x=3
En x=3
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2 .
i) Lafuncion f(x) = { x“st x<0 }es continua en x=-2 y x=3

2x—1 six=0

Figura. 2.31 Continuidad lateral 2

CONTINUIDAD EN X=-2

f(=2)=2x—1=2(-2)—1=-5

lim x2 = lim x*> =(=2)? =4
x—--2% xX—-—2"

fe) #f(=2)

CONTINUIDAD EN X=3
fF3)=2x—1=23)—-1=5

lim = lim x*>=2x—-1)=5
x—>—2% x—>=2"
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Evaluamos la funcién en
xX=-2

Evaluacion del limite
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f(x)=f@3)=5 La funcidn es continta
en x=3

j) Determinar la continuidad de la de la funcion en el punto de conflicto dado.

1
f(x)={;six¢01 six=0

5

Figura. 2.32 Continuidad lateral 3

flO)=x =1 Evaluamos la funcion en
x=0

1 1 Evaluacion del limite por
lim = x o0-_ <% la izquierda
lim = L= 1 _ . Evaluacion del limite por
ot T x 0t la derecha
lim f(x) = La funcion presenta una
T~ oo discontinuidad esencial

2.8.3 EJERCICIOS PLANTEADOS DE CONTINUIDAD DE UNA
FUNCION

a) Estudia la continuidad de f(x) enx =0
1

f(x) = {xi si. x>0
0

si x=0
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b) Estudiar la continuidad en x = 0 de la funcion:

1
flx) = {x * senx si x#0
0 si x=0

c) Dada la funcion:

x?—25 _
f)=1%_"3 si x#5
0 si. x=5

1) Demostrar que f(x) no es continua en x=>5.
2) (Existe una funcion continua que coincida con f(x) para todos los valores x#5?

d) Estudiar la continuidad de la funcion

x+1

fx)==— si {x=0}

[x]|

e) Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = x - sgn(x)

-1 si x<0
x-sgn(x) 0  si x=0
1 si x>0

f) Dada la siguiente funcion determine su discontinuidad y su clasificacion.
e* six<0

f(x)={ 0 six=0
x+1six>0

g) Determinar el tipo de discontinuidad.

x2—4
Six #—2

x+ 2
0 six=-2

h) Dada la siguiente funcidn determine su discontinuidad y su clasificacion.
_[x+1six<0
f() _{x—lsix>0

i) Analizar la continuidad de las siguientes funciones.
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_(x*—=5six<0
f(x)_{ex six>0

j) Analizar la continuidad de las siguientes funciones.

1
<
f x+1szx_ 2
f(x)=<2x+3si —2<x<1

2—x

= x> 1
(5) Six
k) Analizar la continuidad de las siguientes funciones.
i-1
f(x) = Y1 six#1
3six=1

L) Una empresa fabrica engranajes de acero. El costo de fabricacion varia segun la
cantidad producida:

e $50 por engranaje para una produccion de 100 engranajes 0 menos.

e $45 por engranaje para una produccion de mas de 100 engranajes, pero no mas
de 200.

e $40 por engranaje para una produccion de mas de 200 engranajes, pero o mas
de 300.

e $35 por engranaje para una produccion de mas de 300 engranajes.

La funcién de costo (f(x)) en funcidn de la cantidad (x) de engranajes producidos
es:

50xsi0 <x <100
45x si 100 < x < 200
40x si 200 < x < 300
35x si x > 300

f&) =

2.9 LIMITE FUNDAMENTAL TRIGONOMETRICO
El limite fundamental trigonométrico siguiente es la base para resolver cualquier limite

que incluya funciones trigonométricas.

. senx
lim =
x-0 X

2.9.1 DEMOSTRACION DEL LIMITE TRIGONOMETRICO
FUNDAMENTAL
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Partiendo del circulo trigonométrico de radio 1 se pueden sacar las siguientes areas:

Figura. 2.33 Areas y angulos de una circunferencia

)*2=tan92925in9

2925in9)

sin @
6
> >1
cos 0 sin 6
sin 6

Sih(x) < f(x) < g(x)

h(x) = g(x) = L

fx)=1L
cos6=1 .. 1=1

. sin 6
lim
6—0 0

=1
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Las areas de cada figura
seran

Se multiplica por 2 a toda
la expresion

Dividir para sin 0

Invertir todos los términos
matematicamente

Aplicar el teorema del
encaje

Se escoge un valor dentro
del dominio x=c

Si los limites extremos
cumplen con esta
condicion

Entonces el limite de la
funcion intermedia
también lo es.

Aplicando este teorema a
nuestro caso
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2.9.2 RESOLUCION CON EL LIMITE FUNDAMENTAL
TRIGONOMETRICO

Al igual que en los casos anteriores estos limites se basan en el algoritmo para la
resolucion, sin embargo, en el caso de presentar indeterminaciones es necesario
levantarlas, pero con la ayuda en su gran mayoria de identidades trigonométricas

conocidas por el lector.

2.9.3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Identidad trigonométrica

fundamental
sen?8 + cos?0 =1
08 = sen@ a6 = cos 0 _ Identidades bésicas
9 " cos 6’ 9 " sen 6’
g | 1
csev = sen 0’ sec = cos 0
sen?0 =1 — cos?0;sec?0 =1+ tg?0 Identidades Pitagéricas

csc?0 =1+ ctg?6

sen(a + ) = sena.cosf + senf.cosa(a + f5)

= cosa.cosf ¥ sena.sen .
B B Identidades de la sumay

tga + tgp resta de angulos

tgla £ p) = 1+ tgatgf

sen(260) = 2senBcosO

cos(20) = cos?6 — sen?6 Identidades Angulo
doble
(9) _ . 1—cosé@
sen(z) == >
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<9)_+ 14 cos @
cos 7)) =% >

[cos(a — B) — cos(a + B)]

sena.senf} =

Nl N -

cosa.cosf = =[cos(a — B) + cos(a + B)]a.cosp

= %[sen(a + B) + sen(a — p)]

D) ()

2
= - (52 (4

a
sena + senff = 2sen (

a
cosa + cosf = 2 cos (

a+p a—pf
5 ). sen( >

)

= —2cos(

+ﬁ).cos(a;ﬁ a — cosP

Identidades Angulo
mitad

Identidades de producto
asuma

Identidades de suma a
producto

2.9.4 EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITES TRIGONOMETRICOS

a) Resuelva el siguiente limite trigonométrico

WZ

m-—-—-
w-0cosw — 1

w? 0

lim———=—
woocosw—1 0

2

w cosw + 1

lim .
w-o0cosw —1 cosw + 1

w?(cosw + 1
WIOWED) 4 (cos(0) + 1) = 2
—sen?w

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

Planteamiento

Evaluar el limite cuando
w- 0

Levantamiento de la
indeterminacion con la
multiplicacion del
conjugado

Solucidn
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b) Resuelva el siguiente limite trigonométrico

sen 3x

im
x-0tan 4x

. sen 3x
im—————
x>0 Sendx
cos cos 4x
sen3x
3x I cos4x
lim
x—-0 sendx
4x
4x
li 4 3
im-cos4x = —
x—04 4

¢) Resuelva el siguiente limite trigonométrico

cos2w
m—-———-
W_)% cosw — senw

cos2w

0
im—=—
W_% cosw —senw 0

cos’w — sen’w

m
W_,% coSw — senw

(cosw — senw)(cosw + senw)

lim
Wt (cosw — senw)

lim (_mcosw + senw)
W—>4

T T
lim (W_%cos 7 + sen Z) =2

Planteamiento

Trasformacién en senos y
cosenos

Formacion del limite
trigonométrico
fundamental

Solucién

Planteamiento

Evaluar el limite cuando
wo =
4

Levantamiento de la
indeterminacion con
identidades del angulo
doble

Diferencia de cuadrados

Eliminacidon de términos en
comun
Solucion

2.9.5 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LIMITES TRIGONOMETRICOS

a) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
4x

lim——
90 sin(3x)

b) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
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d) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

f) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

g) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

cos(x)
xZ

lim cos(3x) —
x—0

h) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

y (52) sen(3x)
g SETHOX sen(x)

i) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

~cos(x+a) cos(x—a)
im —
x-0 X X

J) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

sen(ax)
90 sen(bx)
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k) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

sen(x + a) — sen(x — a)
x-0 X

[) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

0) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

sin(2x) — 2 sin(x) cos(x)

x-0% x3

p) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
tan(2x) — 2 tan(x)

q) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

... COS(x) — cos(2x)

r) Encontrar el limite de la siguiente funcién:

... Sin(x) — tan(x)

s) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
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t) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
cos(3x) — cos(2x)

u) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
.. SIN(2x) — 2 sin(x) + x
mi

v) Encontrar el limite de la siguiente funcion:

2
_..cos(5x) =1+ 252x

w) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
..... sin(3x) — 3 sin(x)

x) Encontrar el limite de la siguiente funcion:
..... tan(4x) — 4 tan(x)

2.10 LIMITE ALGEBRAICO FUNDAMENTAL

Se puede resolver la forma indeterminada 1 con el limite fundamental algebraico, sea
la forma:

1 | 1 n
( Tl)
Donde n es una variable creciente

La funcion (1 + %)" tiene su limite comprendido entre 2 y 3 cuando n tiende al infinito,
como la funcidn es creciente y acotada se obtiene que:

n

lim (1 + —) =e
n—oo n
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La forma indeterminada 1* se resuelve con el limite fundamental algebraico, ya que se
esta analizando el lim f(x)"™) | se obtiene que el lim f(x) = 1y lim h(x) = oo,
x—a x—-a x—a

sabemos que f(x) = 1 + a(x) donde a(x) — 0 cuando x — a entonces:

1 .
lim [(1 + a(x))@00] 20 = % M)

x—-a

2.10.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITE ALGEBRAICO
FUNDAMENTAL

. x+a\*
e lim(—
xX—00 \X—a

X

2 X
lim<1—x+a+1) =lim<1+—a> = lim
xX—a

X—alx—q*
2 2
(2"
X—a

X—00 X—Qa X—00 X—00
lim 2_aa
= ex_mo 1_§ = eZa
3 l—x3
. x°+2x+3\ x
¢ chl—wo( x3+4 )
3 1-23 1-x3
x> +2x+3 x 2x—1\ =«
lim (1 1 =lim(1+
i (1252 (1022
(2x—-1)(1-x%)
344 3+4 —1(1-+3
2y — 1 x (3 +4)x o ? 1-x%)
== llm 1 + — ex_’°° (x +4—)x
x—00 34+4
1\/1
(2x-1)(1-+%) lim (2-2)E)
pie  (F3+a)x e T3 2= g2 = o2

1
e lim[1-sen(3x)]2x
x-0
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—sen3x

1 m sen(3x)<_§> _
=e

1 71 2x sen(sx) 2
lim| [1 — sen(3x)]—sen3x = ex5o 3% 2 3
x—0

e lim (x+e¥)™

X—00

lim (x + ex)% =

X—00

m_ X x
X
lim (e9)*(Z—1)
m
X exyex
. x X
lime (_ex+1)

x—0

lim eMe™ = g2m

x—0

1
o lim(x + e¥)=x
x-0

1

1 ; eXlex .

wlox x  lim x > [ lim 1 1

@) (=+1) = e|(=+1)"| =eetr=cel=ce
ex x—0 ex

lim
x—0

lim (x+a)** *(x+b)**?
xX—00 (x+a+b)2x+a+b
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lim (x+a)™x+b)*  lm  (x+a)* lim  (x+a)**"®
_lim ( x+a )”“ lim ( x+a >x+a
T x—-> o \x+a+b ‘x>0 \x+a+b
lim x+a e  lim x+a x+b
- (e ) s 1 e
X — x+a+b X — 00 x+a+b
lim x+a—x—a—>b e lim
= 1+ -1 ) 1
X — 0o x+a+b X — oo
x+a—x—a—>b x+b
-1
x+a+b
—b(x+a)
x+a+b1 x+a+b
lim b b lim
= 1+—— . 1
X — x+a+b X > 0
—a(x+a)
x+a+b1 x+a+bh
b a lim —b(x+a) lim —a(x+a)
4+ — = ex—>®© x+a+b L, ex—oo x+a+bh = e_be_a
x+a+ b>
— ¢—(a+h)

(sen\/ﬁ)

llm
°
x—>0

im —— lim 1
[1 + sen(@)]ﬁ(senm) = pon [(1 + Sen(ﬁ)](sen@) =e3

x—0

XS eni
3x

lim 4

16xsen(ﬁ)
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1 1 4n
xsenﬁ ﬁsen?
lim 4 _ lim 4
X > © 1  h-0| [z
16xsen (4_x) ﬁsen(n)
4h
1 sen(?)
3 4h
3
= = 3 =
h->0 2 ﬁ
sen(n))
(R
li_mIn(x+h)—In(x)
x—0 h
I x+h I x+h
lim In(x+h) —In(x) lim "™7x ) lim M\{"x
x—-0 h T x>0 h T x>0 h
X
lim 1 h\h 1 1
= —In{l14+—-) =—Ine=-
x—>0x X X X
1
lim [1+tg(x) sen(x)
x-0 L1-tg(x)
. 1
lim 1 1+tg(x) 1 sen(@  lim L 2tg(x) Jsentd
x—-0 1—tg(x) T x-0 1+ tg(x)
2tg(x)
. § 1+tg () sen(x) (1+tg(x)) lim 2t_5ch
lim 14 2tg(x) |2tg™ =0 58X (14 1g(x))
— = x
x—0 || 1—-tg(x) ¢
2
=el = eZ

1
lim [1+tg(x) sen(x)
x—0 L1-sen(x)
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1 1
lim [1+tg(x) Jen®  lim 1+t9() _ 7
x -0 [1—sen(x) T x-0 1 — sen(x)
1
_lim tg(x) + sen(x)]senx
 x-0 1 — sen(x)

tg(x)+sen(X)
1-sen(x) \sen(x)(1—sen(x))

lim [1 tg(x) + sen(x)|tg@)—sen(x)

T x>0 1 — sen(x)
lim sen(x)+1 lim tg(x)+sen(x)+1 1 lim 1+4cos (x)

= ex201-sen(x) = px—0 1—sen(x) sen(x) = gx—0 cos (x)(1—sen(x))
1+1

=e1 = e?

1
2

. fT";[/z—\/W(x)
1

1 1
lim 22 lim sen?(x) 2x2
1+1-— / =
x—0 < ¥ 0 (x)) x—0 {[1 + /cos (x)][1 + cos (x)]

sen?(x)
[1+1/COS(X)][1+COS(X)] 2x2[1+1/cos(x)](1+cosx)
_lim sen?(x) sen?(x)
x>0 |{[1+4/cos (][1+ cos (x)] }
li_msenzx 1 1 1
_ ex—>0 x2 " 2(14+/cosx)(1+cosx) — 61(1(1+1)(1+1)) = ¢8
. cos(x)
x—0
[ 1 l 2
im L im Xy \ X2
— 2 — 2(Z
—5 (1+1-cos) = — <1 + 2sen (2))
Zsenz(%) o 2
” 1 - x2 li_m2<sen(7)> L
m X\ \2sen?(5) x>0 2% =
_ 2 (X 2 — 2 ) =
Y50 (1 + 2sen (2)> e ez
ctg(x)

li_m (ex+x)tg(x) x
x-0 \ (1sen(x))*
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x1
X ﬂm
lim [(1+e_x)x]
1 x—0 1 cos(x)
1 1 1
lim (e*+x)x __lim [ex(1+eix)x cos(x) __ (1+Sen(x))senx]

e
x-0 (1+S€TL(X))Ctg(X) T x-0 (1+sen(x)) senx - =€ e =€

2.10.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LPIMITE ALGEBRAICO
FUNDAMENTAL
lim [ x+3\*
a) X—00 (3x+1)
b) l'—m T(1+ tgn:x)sennx

Z
. x“—1
9 lim(52)

li 1
d) ﬁ(l - xz)tg—zx

o o (e

X—00

. 5
f) X:"n (1 + tg*V3)"

[oe]

. 5
g) - Lim (1 + tg*V3)
x
h) x—-3 3)
. lim [x3+2x43
l) x—>00( x3+4 )
. lim [x3+2x+43
]) ( x3+4 )
lim (3x— 28
k) X—00 (3x+2)

D lim 5 (cos(x) + sen(x))x

sen

m) lim (x —2x+3) x
x>0 \x2—3x+2

n) gcm(} V1-2x
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CAPITULO 3
3. LA DERIVADA

3.1 DEFINICION DE LA DERIVADA

Tomando en cuenta la funcion real de la variable real y = f(x), si x € Dy, entonces la

derivada de la funcién “f” con respecto a “x” su definicion serd la siguiente expresion:

fx+4x) — f(x)
Ax

re =i

1. El proceso de encontrar la derivada se lo conoce como “diferenciacion”
(Bronceado, 2002).

3.2 INTERPRETACION FISICA Y GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Tomando en cuentaunacurvaC: y = f(x) y un punto fijo de la misma P, (x,, o) , siendo
L, la recta secante que pasa por P, (x,, vo) Y también por el punto M(x, y)eC.

La pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P, y M es:

x)— f(x -
mLS:tga:f( )= fGxo) _y Yo s x,
x_xO x_xO

' V“
Wy L
A = flxo+h)
;» fix)-fix,) Ay
i} J
= fxp)
L*Xy
ff !
» . L’ 5. »
X X “ A

Figura. 3.1 Interpretacién de distintas funciones
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Si el punto M(x,y) se acerca al punto Py(x,,y,) se obtiene como resultado que la

€C,,

variable “x” se aproxima a “x,” del mismo modo que Ax = x — x, Se acerca a cero con

lo cual podemos decir que hemos utilizado el concepto de limites.

Si f es una funcién que depende de la variable independiente “x” entonces a la derivada

de la funcion f le podemos expresar de la siguiente manera:

d d
y=f@=y =rm=2=2=ns

- s . ors d . .
La notacion que mas se utiliza es ﬁ la cual se interpreta de la siguiente manera: la

[yt (Y3}

derivada de “y” con respecto a “x”.

.,oood . . . .
En la notacion d—z es un simbolo para la derivada, mas no debe ser considerada como una

fraccion.

Aclaracion:

Six = xy+ Ax => Ax = h entonces h = x — x, y cuando x — 0 se entiende que

h — 0, por lo tanto, la definicion de la derivada f'(x) = Alimof(x%;_ﬂx) le daremos la
X—

forma de:

F1x) = mw dondex + h € D

La funcién real de la variable real y = f(x) es diferencial en un punto x = x, si existe

su derivada en dicho punto f'(x,) existe.
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3.3 TABLAS DE DERIVACION

Tablas de derivacién

Tabla 2. Derivadas comunes

Funcion

Derivada

y = u(x) +v(x)

y = ku(x)

y =ux) *v(x)

_u(x) , _u () *xv(x) +v'(ulx)
Y =0 B v?%(x)
y =x" y' =n#*x"1
y =Inx ,_ 1

Y X

= 1
y = log x N
y=e” y' =e*
y=a"* y'=a*x*Ina
y = sinx y' =cosx
Yy = COSX y' = —sinx
y = tanx y' = secx?
y = cotx y' = —cscx?
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y = secx y' =secx *tanx
y = cscx y' = —cscx * cotx
y=u’ y' =u'"txu x v+ uly' N

Tabla 3.Derivadas trigonométricas inversas

y = arcsinx , 1
T
y = arccosx , o —1
R
y = arctanx y i
1
142
y = arccotx e
Y 1
y = arcsecx . 1
YT Az =1
y = arccscx ;L -1
Y _lem

Tabla 4.Derivadas Hiperbdlicas

y = argshx , 1
Vx? +1
=argchx , 1
y g y! =
x?—1
y =argthx , 1
g
y = argxth x , 1
Y 1 a2
y = argsech x y' = -1
xV1 — x?
y = argcschx , 1
xV1 + x?
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3.4 PROPIEDADES DE LA DERIVADA

Las propiedades fundamentales de la derivada son esenciales para simplificar y facilitar

la resolucién de los ejercicios, ademas sirve para aplicar la derivacion en el calculo y

analisis matematico (Garcia, & Lopez, 2015). Entre estas podemos resaltar:

b)

d)

9)

Propiedad de la constante: La derivada de una constante es cero. Permite
derivar términos constantes facilmente.

Propiedad del producto: La derivada de un producto es el primer factor
multiplicado por la derivada del segundo factor, méas el segundo factor
multiplicado por la derivada del primero. Util para derivar productos de
funciones.

Propiedad del cociente: La derivada de un cociente es el denominador
multiplicado por la derivada del numerador, menos el numerador
multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido al cuadrado
del denominador. Se aplica en derivacion de fracciones.

Regla de la cadena: Permite derivar composiciones de funciones
derivando dentro hacia fuera. Muy util cuando las funciones estan
anidadas.

Derivadas de funciones elementales: Las derivadas de potencias,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y otras funciones basicas
estan bien establecidas y tabuladas.

Derivada de orden superior: Permite calcular derivadas de derivadas
para estudiar concavidad, puntos de inflexidn, optimizacion, etc.

Regla de L'Hopital: Da el limite de una razon de funciones derivando

numerador y denominador. Aplica con indeterminaciones.

3.4.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE DERIVADA DE TABLA

a) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =—5x+2
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Para resolver el ejercicio entendemos que, cualquier valor constante sera 0 al ser
derivado, y aplicamos k * x separando la constante y derivando la funcion:

) ==50)"+ @
@) =-5

b) Resuelva la siguiente derivada:
flx) =2x7 —3x°+3x3 —4x% -7

Para resolver el ejercicio es necesario aclarar que al estar separados por +y —
podemos resolverlos individualmente, aplicamos la anterior regla k * x separando la
constante y derivando la funcion:

f(x)=2%7x%—3%6x>+3%3x2—4%2x—0
Obteniendo finalmente:
f'(x) = 14x® — 18x> + 9x2 — 8x
c) Resuelva la siguiente derivada:

x—3
2

Aqui podemos aplicar algebra y separar en dos funciones, las cuales al estar
separadas por — podemos derivar individualmente facilitando la resolucién:

flx) =

2

N[ =

fx) =

. . 1 .
Ahora simplemente derivamos como un S*¥XY obtendriamos el resultado:

1
f=50-0

i 1
f@) =5
d) Resuelva la siguiente derivada:
3
fx) = 7z

Lo mas importante aqui es interpretar el ejercicio, al tener la variable x? en el
denominador, podemos subirla como un x~2 de la siguiente manera:

flx) =3xx7?

Ahora resolvemos la derivada, como siempre sacando el valor constante y
resolvemos la funcion como un x*, quedandonos:
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f(x)=3%—-2x"3
f(x)=—6x"3

e) Resuelva la siguiente derivada:

fx) =/x3

Al tener un exponente y una raiz, podemos aplicar una propiedad matematica
conocida dejandonos la funcién solamente elevada a un exponente de la siguiente
forma:

3
fx) = x2
Ahora tenemos una expresion x* y la resolvemos sencillamente:
31
(x) = =—x2
f =3

f) Resuelva la siguiente derivada:
fx) =7« ex2+1

Para resolver este ejercicio primero sacamos la constante ya que esti multiplicando

-/ - 2 -
la expresion, luego procedemos a derivar e*"*1 como cualquier e* y luego
multiplicamos el supuesto valor de x ya derivado:

F(x) =7 1 (x2 + 1)
f(x) =7 e +1(2x)

F(x) = 14x * e¥°*1

3.4.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE DRIVADAS DE TABLA

a) Resuelva la siguiente derivada:
fG) = (x*—x*+3)*

b) Resuelva la siguiente derivada:

fl) =(?-2)*

¢) Resuelva la siguiente derivada:

fe) =G —-Dx+1)°

d) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) = VxS —x3+3
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e) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) — ex+1

f) Resuelva la siguiente derivada:

fl) = (=3)(e**h)

g) Resuelva la siguiente derivada:

f) =ex

h) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =In(x)

1) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) = sin(x)
J) Resuelva la siguiente derivada:

1
flx) =

X2+ x

k) Resuelva la siguiente derivada:
f(x) =In(x? + 1)

I) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) = sin(x?)

m) Resuelva la siguiente derivada:

flx) =e*

n) Resuelva la siguiente derivada:
flx)=(Bx?*—2x+1)3

0) Resuelva la siguiente derivada:
f(x) =In(x? + 1)

p) Resuelva la siguiente derivada:

fl) = (x*+1)(e¥)

g) Resuelva la siguiente derivada:
3
X

fo) ==

ex

r) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =5x*
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3.5 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA CON EXPONENTE REAL
CUALQUIERA.

La derivada de una funcion potencia con exponente real cualquiera se puede calcular

aplicando la regla de potencias. Si tiene una funcién de la forma y = ax™, donde
. d .
a es una constante y n es un exponente real, la derivada d—zcon respecto a la variable

independiente x se puede encontrar utilizando la regla de potencias de la siguiente

manera.

En esta expresion, n es el exponente real y axN*~Des la funcién resultante después de
derivar la variable con respecto a x. Esta regla es valida para cualquier exponente real, ya
sea positivo, negativo o incluso fraccional. La derivada de una funcion potencia
simplemente implica reducir el exponente por 1 y multiplicar por el exponente original
(Garcia, & L6pez, 2015).

3.5.1 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA DE LA FORMA Y= x"

Si f(x) = x™ donde n es un nimero entero positivo, entonces:

Demostracion:

"f (X) - gx—)O Ax
x4+ A - x
= lim
Ax—0 Ax

fiis(
x" + nx"Ax + nn—1) 2_, ) X" 2(Ax)? + -+ nx(Ax)" T + (Ax)“] — x0
- Al;l<l—1>10 Ax
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nx"- 1Ax+%}(n “2(A%)%+--4+nx(Ax) 1+ (AX)D

= lim
Ax—0 Ax

Dividiendo numerador y denominador entre Ax:

nn — 1
%Xn B Z(AX) + et nX(AX)n_Z + (AX)n_l
Formulas:

Todos los términos, excepto el primero, tienen un factor Ax, por lo que al pasar al limite

y Ax — 0, se anulan esos términos y nos queda:

Es decir:
Dx(x") = nx"?!

La derivada de x™, siendo n un namero entero positivo, es igual al producto del exponente
por la funcién elevada al exponente disminuido en uno.

Ejemplos:

1) En el caso fe la funcion f(x) = x2 encontramos una novedad importante, pues:

Procedimiento

fii00 = lim w

- (x+h)? - (®?
= imm-—————-

f (X) = }1_)0 h
..... x% + 2xh — h? — x?
fiim(x) = lim o

(x) = }lll_r)l’(l) 2x + h=2x
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Esta es la definicidn de la derivada de
una funcién en un punto.

Sustituimos f(x)

por x? y f(x + h)

por (x + h)?
Expandimos el binomio

Simplificamos la expresién en el
numerador y cancelamos h
en el denominador.

Finalmente, tomamos el limite cuando h
tiende a cero para obtener la derivada
de la funcién.
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-8 ) -4

-2

i)

Figura. 3.2 Grafica del ejercicio 1

2) En otro ejemplo, la derivada de y= x3 es:

Procedimiento

..... f(a + h) — f(a)
o h

2...:2“.2 h_,o h
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Explicacién

Esta es la definicion de la derivada de
una funcién en un punto.

Sustituimos f(a)
pora®yf(a+h)
por (a + h)3

Expandimos el binomio al cubo

Simplificamos la expresidn en el
numerador y cancelamos h
en el denominador.

Finalmente, tomamos el limite cuando
h tiende a cero para obtener la
derivada de la funcién.
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Figura. 3.3 Grafica del ejercicio 2

3.5.2 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA DE LA FORMA Y= x"

Si, en la funcion, el exponente es un nimero entero negativo de manera que

Y=x""
De acuerdo con las leyes de los exponentes:
a1
T
Por tanto:
Dx™ =D xin
Formulas:

Aplicando la férmula para la derivada de un cociente y la férmula para la derivada
de una potencia se tiene que:

_ n _ayn-—1
D i — Dx — nx = —nx0~172n — _xn-1
xn XZn X2n
Es decir:
Dx(x ") =—nx""1
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Ejemplo:
1) De manera que si una funcion es:
y=x"2
Entonces:
V' = —-2x"%71
V' = -2x73

Figura. 3.4 Grafica del ejercicio 1
3.5.3 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA DE LA FORMA Y= V/x™

m m
Entonces y = x=. Asimismo, denotamos los radicales como 3/x™ = x=. De este modo,

si tenemos la funcion f(x) = 3/x™, entonces podemos calcular su derivada utilizando la

regla de la derivada de una potencia:

, d_ m m m_,
f'(x) = a[x"] =_xm
Es decir:
, _ m
f(x)= By peret
Formulas:
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Si tomamos en cuenta la regla de la cadena (con u=u(x)), entonces:

4

d , u
A

n un-1

No es necesario memorizar la formula para la derivada de una raiz. Basta con recordar

que Y/x™ = x= y luego utilizar la regla de la derivada de una potencia. Sin embargo,

podemos ahorrar tiempo al calcular las derivadas si nos aprendemos la formula.

El caso particular de la raiz cuadrada (con n=2) tiene la derivada:

Ejemplo:

1) Siy = Vx2 entonces la funcién se expresa por:

2
y=x3
Por lo que
! 2 z—1
= —x3
y =3%
2 2 3 1
'=—x373
y =3x |
2 _1 iy
'=—_x"3 - =T
y =3 | E
! 2 (
y =303
3°3
, 2 : : o
y = N Figura. 3.5 Grafica del ejercicio 1

3.5.4 EJERCICIOS RESUELTOS DE DERIVADAS CON UNA POTENCIA

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Ejemplo 1:

y=x
y=2x2"1

y’'=2x

Ejemplo 2:

Ejemplo 3:

y =Vx

1
y=x2

Figura. 3.8 Grafica del ejercicio propuesto 3
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Ejemplo 4

Ejemplo 6

=i e
e -1
: /‘,,
L
2 =
\//
2 ¥ 5 8 8

20

22
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=7
y - 2\/}
Figura. 3.11 Grafica del ejercicio propuesto 6
Ejemplo 7:
2 |r?
y =5V =
2 1 q
y=3x3
, 2 A 1 1 3
Yy 3 (3)x3 9
| U :__L__]:—-a—-—f—'—-i"_'_px ¥ ) 5 o 2 4 @ 18
2 =" i
pp— 2 B
Y 93/x2
Figura. 3.12 Grafica del ejercicio propuesto 7
12
Ejemplo 8:
y =3x% — 2x3 :
Y I Ja
y’=3(2)x%"1 - 2(3)x31 §
y’:6x - 6x2 12 -10 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-2
y =6z — Ga:?

Figura. 3.13 Grafica del ejercicio propuesto 8

Ejemplo 9: y :é — xiz
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y=2x"1—-5x72

y'=2(~1)x 1 = 5(-2)x 2 \

y'=—2x"% +10x73

y =— =+ 10x3

Figura. 3.14 Grafica del ejercicio propuesto 9

3.5.5 EJERCICIOS PROPUESTOS DE DERIVADA CON UNA POTENCIA

a) Encuentre la derivada de la siguiente funcion:

flx) =x3

b) Encuentre la derivada de la siguiente funcién:
fG)=x7*

c) Encuentrle la derivada de la siguiente funcion:
f(x) = N

d) Encuentre la derivada de la siguiente funcion:
Fo) =

e) Encuentre la derivada de la siguiente funcion:
fx) ==+ xZ_3

f)  Encuentre la derivada de la siguiente funcion:
fx) = (x3 +2x% —4x + 2)8

g) Encuentre la derivada de la siguiente funcion:

flx) = (3x + §>3
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3.6 DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL SIMPLE Y

COMPUESTA

Procedimiento Explicacién

y =x? Para la funcion
y' =2x Su derivada es

En la funcion y = (2x3 — 3x2 + 7)?

¢Cual es su derivada?

Una forma de obtenerla consiste en desarrollar el cuadrado del trinomio, o bien,
multiplicar el trinomio por si mismo para obtener un polinomio de grado seis y después
derivar cada uno de sus términos. Si el exponente del trinomio fuera 3, 5 0 20, etc., habria
la necesidad de multiplicar el trinomio por si mismo 3, 5, 20 veces, etc. y después derivar
cada término del polinomio resultante. Sin embargo, existe otro procedimiento que
simplifica el trabajo y consiste en expresar y como una funcion de funcién y aplicar lo

que se conoce como regla de la cadena (Granville, 2003).

3.7 REGLA DE LA CADENA
Si'y es una funcion de u, y = f (u), y DuY existe y si u es una funcion de x, u =g (x) y
Dxu existe, entonces y es una funcion de x donde DXY existe y se define por:
DxY = DuY - Dxu

En esta expresion:
DxY indica la derivada de y respecto a x.
DuY indica la derivada de y respecto a u.

Dxu indica la derivada de u respecto a x.

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Ejemplos 1:
En la funcion y = (2x3 — 3x2 + 7)?
Procedimiento Explicacion
y = (2x3—3x2+7)? Tenemos la funcion
2x3-3x*2+7=u Si hacemos 2x3 — 3x? + 7 = u donde u es
y = f(u) = (u)? una nueva variable llamada variable

intermedia, se tiene que:
u=g(x)=2x3-3x>+7 g

y=f(g(x)) Es una funcion compuesta ya que se trata
de una funcién de funcién.

DxY =DuY * Dxu = 2u(6x? — 6x) Aplicamos la regla de la cadena a esta
funcién

DxY = DuY « Dxu = 2(2x3 — 3x2 4+ 7)(6x% — Finalmente, teniendo como resultado al
6x) sustituir las funciones

{2z 3=+ T) Y 2(2z" — 3"+ T)(6z* — 6z)

20 -15 =10 -5 B 10 15 20 25

-

Figura. 3.15 Grafica de una funcién y su derivada

Esto significa que la derivada de la potencia de una funcion es igual al producto del
exponente por la funcién elevada al exponente disminuido en uno y por la derivada de la

funcion.
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Ejemplo:

Dada y = (2x® — 3x2 + 7)° hallar DxY.

Procedimiento
y=2x3-3x2+7)5

y = (W)’ dondeu = 2x® —3x%2 + 7

DxY=DuY+Dxu=5u*(6x? — 6x)

=5(2x3 — 3x2+7)*(6x% — 6x)

Explicacion

Tenemos la funcion

Considerando y como una funcién
de u, donde u es una funcién de x, se

tiene que
Aplicamos la regla de la cadena a
esta funcion

Finalmente, teniendo resultado al
resolver las funciones

]
g7

522 = 32° + 7Y (627 — 6x)

Figura. 3.16 Grafica de una funcién y su derivada

Ejemplol:
Dada f(x) = (%)4 encontrar f'(x).

Solucion:

Aplicando la regla de la cadena se tiene que:

Procedimiento
1—-2x

Explicacion

Tenemos la funcién

) = (o)
A2k (1+3x)(—=2) — (1 —-2x)(3)
f0) = 433 (1+ 3x)2

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

Simplifica la expresion original

J 111 [—




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

1-2x —2—6x—3+6x

Encontramos la derivada

Desarrollaros internamente
aplicando la regla del producto

Sustituimos la derivada en la

Finalmente, teniendo resultado

f'(x) =4 3
00 =43y (1+ 3x)2
¢ _41—2)(3 —2—6x—3+6x
00 =43y (1+ 3x)2
I o> S -5
P00 = 4G50 1+ 322 expresion original
, —20(1 — 2x)3
f'(x) = .
(1 + 3x)5 al resolver las funciones
i E |
ili} ; -8 A _._-:_F.F’ i a
o —20(1 - 2z)°
Y= Tty
Figura. 3.17 Grafica de una funcién y su derivada
Ejemplo 2:

Dada f (x) = (2x — 1)3(2x + 3)? encontrar f'(x)
Procedimiento
f(x) = (2x — 1)3(2x + 3)2

g(x) = (2x — 1)° y h(x) = (2x + 3)?

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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f'(x) = g(x) h'(x) + g'(x) h(x) Y utilizando la férmula para el producto
de dos funciones:

f'(x) = (x2 = 1)3[2(2x + 3)(2)] Donde g’(x) y h’(x) se obtiene por la
+ (2x + 3)?[3(x% — 1)2(2x)] regla de la cadena.
£/(x) = (x2 — 1)3(4)(2x + 3) Simplificando:

+ (2x + 3)%6x(x? — 1)

f'(x) = (x? — 1)?(2x Sacando factor comun:

—3)[(x? — 1)(4) + (2x + 3)(6x)]

f'(x) = (x? —1)3(2x + 3)(4x% — 4 + 12x? + 18x) Efectuando operaciones:

f'(x) = (x?—1)32x +3)(16x? + 18x — 4) Finalmente, teniendo resultado al

resolver las funciones

Figura. 3.18 Grafica de una funcion y su derivada

3.7.1 EJERCICIOS PROPUESTO DE DERIVADA CON LA REGLADE LA
CADENA
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a) y=2x+1)?
b) y=(x+2)2
V2x2-2x+1

X
d y=(x3-3x2+2x)5
e) y=In(3Bx%2-1)
f) y = e3x2+1
g9 y=cos(x’—9)
h) y=3x3—3x2+2x

0 y=

i) y=sec’(x)

) y=log,(x* +e¥)
— -1,x-1

K) y=cot™ ()

I) vy =tan?(e3¥)
m) y = sin (2x2 + 3x)

1
N Y=
__sin(3x)
0) T x?+1

p) y=Bx?+4x+8x)Vx—1

_ [
q) y - 1+\/}
X24+3x+5)°
r) Y= ( 2x—1 )
4x+6

S) y= Vx2+3x+4

) y= Jx+vVx+Vx
u y=0Cx%+2x+1)*
V) y=+v5x?2—-3x+2

_ (2x%+3x+1)3
X

1
X) Y= fme
y) y=(2x3+3x?+4x + 5)*
7) y=(3x?+2x+1)73
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3.8 DERIVADA DE LA FUNCION Y=a*

Demostracion:

Tomando logaritmos naturales en los dos miembros de la igualdad

Procedimiento
In(y) =lna™u

In(y)=ux* In(a)
1

—DxY =InaDx
y

DxY=y In a Dx

DxY=a% lna Dxu

DxY=a* Ina Dx X

a*lna (1)

a*lna

Realice la derivacion de y=5*

Explicacién
Tenemos la funcién

Sabemos que

Obtenemos

Multiplicando por y se obtiene:

Sustituyendo y por a¥ se ontiene:

Si en esta formula se hace u=x, es decir,
y=e*, entonces:
Aplicamos la operacién

Finalmente, teniendo resultado al resolver
las funciones

¥ = 5 nlz)

Figura. 3.19 Grafica de una funcion y su derivada

3.9 DERIVADA DE LA FUNCION Y=e*

Demostracion:

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Explicacion

Procedimiento
Tenemos la funcion

y=a*

DxY=a*IlnuDxu Se tiene como derivada

Si a=e, In a= In e=1y la formula anterior de la

DxY=e" Dx u
derivada se convierte en:
Ejemplo:
y = e2X
y = e?*(2x)’ Se deriva la parte del exponente
y = e?*(2) Finalmente, teniendo resultado al
resolver las funciones
y = 2e?* Solucidn
U 12 |
10 !
i “f
|
y =2e “
1l
|
|/

Figura. 3.20 Grafica de una funcién y su derivada

3.10 DERIVADA DE LA FUNCION Y=e*

Demostracion:
Exponencial con base "e", es igual a la misma funcion multiplicada por la derivada del

exponente.

Procedimiento Explicacién

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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y=et Funcidn
d . .
2 _eUDxu Tiene como derivada
dy
4_ex 2 Si en esta formula se hace u=x, es decir y=e*,
dy dx
entonces:
e*- 1 Multiplicamos por la unidad
e* Demostrando e*

Figura. 3.21 Grafica de una funcién y su derivada

3.11 DERIVADA FUNCION POTENCIA-EXPONENCIAL
Para la derivada de la funcion potencial-exponencial:
y = f(x)9®
Formula:
Corresponde aplicar la siguiente formula (siempre en el dominioen donde
ambas funciones, la de la base y la del exponente, estén definidas y que la base no sea

negativa):

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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y=g@) - fOYIDf(x) + f()IO - In[f ()] - g '(x)
Para esta formula, basta con recordar la derivada de la funcion potencial y la derivada de
la funcion exponencial.
Ejemplos:

Hallar la derivada de la funcion y = x**

Procedimiento Explicacion

y = x** Tenemos la funcion

y'=4x-x™ 114 x¥™ In[x]-4 Se deriva la funcién mediante el método.
y' = 4x* + 4x* In [x] Finalmente, teniendo resultado al resolver

las funciones

Figura. 3.22 Grafica de una funcién y su derivada

Derivar y = x7**8
Aplicamos la férmula de una funcién elevada a otra funcion:
Y=g IO f(x) + F)ID - In[f ()] - g '(x)
Donde:
f(x)=x
g(x)=7x+8
Entonces obtenemos:
y' = (7x + 8)x7**8"1(1) + x"™**8In x (7)
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y' = (7x + 8)x™*7 + 7x7**8[n x

y' = (7% + 8)x"*7 + 7x™*8In(x)

Figura. 3.23 Grafica de una funcion y su derivada

3.11.1 EJERCICIOS RESUELTOS

a y==x*
Procedimiento Explicacion
y =x*¥ Tenemos la funcién.
Iny =Inx* Tomamos el logaritmo natural de ambos
lados.
Imy=xlnx Simplificamos el exponente.
Dx(Iny) = Dx(x Inx) Derivamos ambos lados con respecto a (x).

1 .
;y' — x Dx(Inx +1In x Dx X) Aplicamos la regla de la cadena.

!

Y i
y X

! Resolvemos para en funcién a y'.
Y 1+Inx P Y
y =yl +Inx)
y' =x*(1+Inx) Sustituimos y = x* y obtenemos su derivada

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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[
/]
[
|fl ."f
3 _J .‘I
/
1/
H""}
o
/
i ”
y = 2*(1 + In(x))
Figura. 3.24 Grafica de la funcién y la derivada del ejercicio 1
b) y=e*

Procedimiento Explicacion

Tenemos la funcion.

y' =e?*(2x)’ Derivamos (e”{2x}) con respecto a (x).
La derivada de (2x) es simplemente 2.

y = e2*

y'=e*(2)
y' =2e** Simplificamos el resultado.
= “

Figura. 3.25 Grafica de la funcién y la derivada del ejercicio 2
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0 f(x)=2¥"1

Procedimiento Explicacién
f(x) = 2x*~1 Tenemos la funcion.

Derivamos con respecto a (X) utilizando la

£ =271 L (2~ 1yim2
dx formula.

£'(x) = 2¥°71(2x)In2
Simplificamos el resultado.

£(x) = 2x - 25" "1 n2

Figura. 3.26 Grafica de la funcién y la derivada del ejercicio 3

d) y=3""1
Procedimiento Explicacion
y = 3Vx2-1 Tenemos la funcion.

y' = 3Vx?2-1 :_x\/xz “ 13 Utilizamos la férmula

ViZoi 1 (x2—1) In3 Resolvemos la derivada interna:

I:3
Y 2Vx?%—1
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' oVxe—1 1 Simplificamos el resultado.
y =3 ——(2x)In3
2Vx? -1
y' = 3Vai-1 xIn3 Expresamos el resultado final.
2Vx? -1
| o 12
10
8
6
y=3
2
-14 -12 -10 -8 -6 — -2 0 2 4 6 8 0 12 14 16 8
-2
y’ - 3\’)(7 1 Xln(?’}
2 )(2 — 1 —4
-6
_8

Figura. 3.27 Grafica de la funcién y la derivada del ejercicio 4

e

) f)=%

Aplicamos la férmula de las fracciones compuestas; y = L&,y = LOIIO 7 @igCIN

g’ g(x)?

VE[e>] = e [V’

f) = T
\/}er(z) _ erL\/_
£ = fe
X
, _l 462xx_62x
o=
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4xe?*—e?¥

fle)= ol

Figura. 3.28 Grafica de la funcién y la derivada del ejercicio 5

3.12 DERIVACION LOGARITMICA

La derivacion logaritmica es una técnica que permite simplificar y evaluar algunas
derivadas cambiando a una escala logaritmica, se basa en las propiedades de los
logaritmos, como la capacidad de transformar productos en sumas y cocientes en restas.
La idea clave es tomar logaritmos naturales (In) de toda la expresion a derivar antes de
aplicar las reglas de derivacion usuales, al aplicar In, los productos se convierten en
sumas, lo que permite derivarlos facilmente término a término.

Luego, la regla de la cadena permite derivar la expresion logaritmica y finalmente se
aplica la exponencial (e”x) para deshacer la transformacion, es particularmente util para
derivar funciones que son productos de varios factores y para simplificar exponenciales

complicadas (Bronceado, 2002).
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3.12.1 DERIVADA DE LA FUNCION y=f(x)=In x
Demostracion:

Aplicando la definicion de la derivada se tiene que:

Jr— i T A0 — @)

Ax—-0 Ax
y, — lim In(x+Ax)—In(x)
Ax—0 Ax
Como la diferencia de logaritmos es el logaritmo del cociente, se obtiene:
x + Ax
YT Ax
Ax
YT Ax
= lim e (1 4+ 2
Y =y a0
Expresando:
1 _ 1 x
Ax  x Ax

Ftim s 1 4 2
y_xli%x Ax n( x)

Como el logaritmo de una potencia es el producto del exponente por la base:

= lime - (1 + i
= p— J— X
y xl—l;%x Tl( X )
Donde este Gltimo limite es de la forma:
1
' =
}llir(l)(l + h) e

==1
y'=_-lne

Y como In e= 1, entonces:

Formulas:

Cuando tenemos una funcion logaritmica:

f(x)=Ilnu

la derivada es:

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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ul

feo==
Ejemplo:

y =G

1+x
Aplicando la propiedad de los logaritmos, tenemos:
y=n1-x)—mn1+x)
Derivamos y desarrollamos:
, (A=-x)" (1+x)
C 1-x 1+x
, -1 1
Y T Ty T 1+«
_—l-x—-1+x
T (A=) +x)
, 2
SERCERL

!

y

Figura. 3.29 Grafica de la funcién logaritmica y su derivada

3.12.2 DERIVADA DE LA FUNCION y=log, x
Demostracion:
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Si a es cualquier nimero positivo, diferente de 1, la funcion logaritmo de base a

es la inversa de la funcién exponencial en base a, por lo que:

y =log, x siysolosia” =x

La relacion entre los logaritmos de base a y los logaritmos naturales es la

siguiente:
Si:
y=log, x
Entonces:
a¥ =x

Tomando logaritmos naturales en los dos miembros de la igualdad se obtiene:

na” =lnx
Es decir:
ylna=Inx
O bien:
_lnx
Y= Ina
Sustituyendo y por log, x se obtiene:
l _lnx
%Ba* =Ta

La derivada de cada miembro es:

1
Dxlog, x = ﬂDx(lnx)

1 1

Ina’ x

Como:

log, e = —
%Ba® =170
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1
Dx(log, x) = ;loga e

log, e

Dx(log, x) =

Formulas:

Si u es una funcion de x y su derivada existe, entonces:
log, e
Dx(log, x) = (T)Dxu
Si ademas se toma a = e se obtiene:

1
Dx(Inu) = " Dxu

Que es la férmula obtenida para la derivada de la funcion logaritmo natural.

Cuando tenemos una funcion logaritmica.
f(x) =logau

Usaremos la siguiente formula para derivarla:

ul
f'(0) =—logge
O visto de otra forma, como:

l _lne_ 1
BT e T na

Entonces, la formula descrita arriba, es equivalente a:

Ejemplo:
Hallar la derivada de y = log, (x* — 3x)
y = log, (x* — 3x)
Identificamos u y lo derivamos:
u=(x*-3x)
du=4x3-3

Usamos la férmula de la derivada de funciones logaritmicas:

_4x3—3l
= ~log e

!

y

x4 —
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Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

Figura. 3.30 Grafica de la funcién logaritmica y su derivada

3.12.3 EJERCICIOS RESUELTOS DE DERIVADAS CON LOGARITMOS
a) Derivar y=In(1-3x)

1
y'= (1-3x)

1—3x
, 1
y =13,(3
. =3
R

Figura. 3.31 Grafica de la funcion logaritmica y su derivada del ejercicio 1
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b) Derivary = logs(3x% — 1)

1
= Dx(3x%—1
T Ly S L

, 1
Y = Gz = D3 Y

. 6x
Y T Bxr—1)n3

Figura. 3.32 Grafica de la funcién logaritmica y su derivada del ejercicio 2

3.12.4 EJERCICIOS PROPUESTOS DE DERIVADAS CON LOGARITMOS

a) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =1In (\/((x5 —x3+3)))
b) Resuelva la siguiente derivada:

e*—1
fG) =In (G

c) Resuelva la siguiente derivada:
f(x) =logs(x + 2).

d) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =log(x — 3)?

e) Resuelva la siguiente derivada:
f(x) =In(x — 1) + e**?
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f) Resuelva la siguiente derivada:

f(x) =1In (sen(x))

g) Resuelva la siguiente derivada:
f(x) = In(In(x)) + arctg(x3 — 1))

3.13 DERIVADA IMPLICITA

Las derivadas implicitas se utilizan cuando una funcion no esta expresada explicitamente
como y = f(x), sino implicitamente mediante una ecuacion que relaciona ax y, por
ejemplo, la circunferencia x2 + y2 = 25 esta definida implicitamente en términos de
xe y, no se puede despejar y = f(x) directamente.

El objetivo de las derivadas implicitas es encontrar dy/dx para la funcién implicita, esto
permite determinar pendientes de tangentes a la curva en diferentes puntos ya que
calculan derivando la ecuacion implicita respecto ax, considerando tanto x como y
funciones del tiempo t, se aplica la regla de la cadena, derivando dentro hacia fuera en la
ecuacion original y luego se resuelve la ecuacion resultante para dy/dx.

Este proceso es indispensable cuando no es viable o conveniente despejar y, como en
ecuaciones algebraicas complejas, esto nos permite hallar valores de elasticidad,
tangentes a curvas paramétricas, problemas de optimizacion con restricciones implicitas,

analisis de circuitos, trayectorias de proyectiles, entre muchos otros (Bronceado, 2002).

3.13.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE DERIVADA IMPLICITA
a) Vx+3iy="Va

+

1 ’
3\/_.y=0
-1

3\/_31_3
3\/_ y2

1
3;/_

b) x3+ ax?bxy?+y3=0
X=3x2+2axy+hy?
Y=ax? + 2bxy + 3y?> =0
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d)

f)

g)

E,  3x*+2axy + by?
E, "~ ax? + 2bxy + 3y?

x* + y* = x2y?
X=4x3 + 2xy?
Y=4y3 — 2x2y

E, 4x3+ 2xy?

Ey

~ 4y3 —2x%y

2x*y? — 4Ax?y* + x2y?2 =6
X=8x3y? — 8xy? + 2xy* + 2xy?
Y=4x*y — 16x2%y3 + 2x%y

E, 8x%y? —8xy? + 2xy* + 2xy?

_y(4y? —1—4x?)

E_y 4xty — 16x2y3 + 2x%y

2ylny = xy
y(y'lny+ 1(%31’)) =y+xy
2y'Iny+ 2y —xy' =y

y2Iny—-2-x)=y

I y
2Iny+2-x)

y

y? —2x%y3 + 3x*y — x> =5
X=—4xy3 — 12x3y — 5x*
Y=5y% — 6x2y? + 3x*

E, —4xy®—12x°y —5x* 4xy?

~ x(2x2 —8y2 +1)

+ 12x3y + 5x*

E, ~ 5y* —6x2y2 4+ 3x* Syt
Y=\/§ + i/} + 3{/?=x
Y=\/§ + i/} + W—x

y' y' 3y

+ +——=1
N AR
1,1 3
,(m+33\/y_2+W7> =1
——

1
2y 3 y2 44y

y

7

y:

h) arctg% =In./x? +y?

— 6x2y? + 3x*
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1

arctgZ = In((x? + y?))?

.2 =~ (In(x? + y2))

2 2
y x
1+(3)
vy _1q —1) (42 2
=-(Unt X
x2_+_y2 2 ( g )( + y )
x-y*1 1 1
= -, 2x.x+ 2
x2+y2 2 x2+y2( T y)
_ydx L dx
x ydy x'dxx'dy Y
x2_+_y2 x2+y2
xX=y
V+x
i) x¥ =y*

yx)? P+ 1Y Inx(y") = y' (x()* ) + y*lny
yxiy+y’xylnx = y’%+yxlny

y’xylnx—y’%zyxiy+yxlny

y'(x¥ Inx —xy") = —yx¥ + y*Iny

XY x
y,_ yoty Iny
- X
x’lnx—xyL,

j) 2Y 4 2% = 2%ty
2In2 +2YIn2 y' =2**YIn2(1+y")
2YIn2 y'—=2*"Y1n2 y' = -2%In2 + 2*¥1In2

y’ =(2yln2 —2x+yln2) =—2¥ln2 +2*¥Y1n2

; _2%(@2YIn2-In2)
T 2Y(n2-2%In2)

3.13.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE DERIVADA IMPLICITA
a) Yo
9 4

b) e*seny —eYcosx =0
c) sen(xy)+ cos(xy) =0
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d) xy =arc tg%

x 2
- X

§) 22 =(3)
X _ oxy

f) lny e

g) X—y=arcsenx —arcseny

h) xy+2x=+x

i) y=x+arctgy
) x3+2x%y—xy?+2y3=2

3.14 DERIVACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas como seno, coseno Yy tangente tienen funciones inversas
asociadas, estas funciones inversas se conocen cComo; arcsen, arccos y arctan.
La funcion arcsen es la inversa de la funcion seno, toma como entrada el valor de seno(x)
y devuelve el angulo x que genera ese seno, similarmente, arccos es la inversa de coseno,
y arctan la inversa de tangente es importante recalcar que graficamente, estas funciones
reflexionan o invierten las ondas seno, coseno y tangente respecto a la linea identidad:

y = X.
El rango de valores de las funciones inversas esta restringido para que sean biyectivas y
tengan inversa (Méasancho, 2003).

Las principales propiedades son:

I
=

sen~1(sen(x))

I
=

cos~1(cos(x))

tan~1(tan(x)) = x

Estas funciones inversas trigonométricas son muy Utiles para resolver ecuaciones con
seno, coseno o tangente despejando el angulo X, y tienen aplicaciones en muchas areas
como ingenieria, fisica, navegacion, geometria y otras.

3.14.1 FUNCION INVERSA DEL SENO: ARCO SENO

La funcion seno: y = f(x) = sen x , no es inyectiva, es decir, no tiene inversa.
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Se debe definir una restriccion en el caso de seno sera f(x) = sen x,x € [—g ,g] si tiene

inversa que adquiere el nombre de arcoseno de x siendo:
y=g(x)=arc.senx

Esta definida por y = g(x) = arc.senx = x = senydonde D, = [-1,1]yR; =

— %% La gréfica es:

Figura. 3.33 Grafica de la funcion arcsen(x)

3.14.2 LA FUNCION INVERSA DEL COSENO: ARCO COSENO

La funcion coseno y = cos x, no es inyectiva por ello se debe realizar una restriccion.
La restriccion seria: f(x) = cos, xe[0, ]

y la inversa de la funcién coseno se denomina arcoseno y se denota por:
y = g(x) =arc.cos x

ademas, se define como y=g(x)=arc.cosx = x = cosy donde Df=

[-1,1] ¥ R = [0, ]. La grafica es:
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—2 0 2

Figura. 3.34 Grafica de la funcién arccos(x)

3.14.3 FUNCION INVERSA DE LA TANGENTE: ARCO TANGENTE

La funcion y = tg x no es inyectiva, por eso haremos una restriccion.

Entonces la funcion tangente seria

fx)=tgx,xe < —g g > la inversa de la tangente se denomina arcotangente y se

escribira:
y=g(x)=arc.tgx

A

definido por: y = g(x) = arc.tgx = x = tgy donde D, = Ry R; =< -3 ,g >

. La gréfica es:

20 10 10 20

Figura. 3.35 Grafica de la funcion arctan(x)
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3.14.4 FUNCION INVERSA DE LA COTANGENTE: ARCO COTANGENTE

Al igual que las deméas no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa y se debe realizar una
restriccion:

F(x) =ctgx,xe <0,m >y a la inversa de esta funcion la denominaremos arco
tangente y se escribira: y = g(x) = arc.ctgx = x = ctgydonde D, = Ry R, =<

0,m>.

La grafica es:

\{ 3
2
1
3 =2 —1 0 1 2
-1

Figura. 3.36 Grafica de la funcion arcctg(x)

3.14.5 FUNCION INVERSA DE LA SECANTE: ARCO SECANTE

La funcidn secante y = sec x no es inyectiva, por tanto, no tiene inversay se debe realizar
una restriccion:

F(x) =secx,xe|[0 g > o < g ,] y alainversa de esta funcion la denominaremos
arco secante y se escribira: y = g(x) = arc.secx = x = secy donde D, =<

—00,~1] w [, 400> Ry =[0,2 > v <~ ,m].

La gréfica es:
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Figura. 3.37 Grafica de la funcion arcsec(x)

3.14.6 FUNCION INVERSA DE LA COSECANTE: ARCO COSECANTE

La funcion cosecante al igual que las otras funciones trigonométricas no son inyectivas,
es por ello, que no tiene inversa. Para ello se debe restringir: f(x) = cosec x,

Xe€ [—%,0 > < 0,%] a la inversa la llamaremos arco cosecante y se escribird por

y = g(x) = arc.cosec x definida de la siguiente manera:

y = g(x) = arc.cosecx = x = cosecy
Donde Dy =< —oo,—1] v [1,00 > Ry = [—3,0 > v < OE] :

La gréfica es:
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ﬂ1 i ! 2 4
1

Figura. 3.38 Grafica de la funcion arccsc(x)

3.14.7 REGLAS DE DERIVACION PARA FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Siy=F(x) =arc.senx=*3—z = ]ﬁuﬁ%
Siy:F(x):arc.cosx:> Z—i = - \/%(zx()x)
Siy:F(x)=arc.tgx='Z—z = %
Siy=F(x) = arc.ctg x = % = %2(2)
Siy=F(x) = arc.sec x = Z—z = M/%
dy —Dxu(x)

Siy=F(x) = arc.cosec x = —

ax N 2e-1

3.14.8 EJERCICOS RESUELTOS DERIVADAS DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

eX—e™* cosx+2senx
. = Arcta — Arcg ———
y 9 eX—e=X senx—2cosx
eX¥ —e ™™ — cosx + 2senx
y' = eXr—e™* _ senx — 2cosx
- x —-x\2
1+ (eX +e™) 14 ((cosx + Zsenx))2
(e* + e¥)? senx — 2cosx
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(ef+e™)(e*te ™) (e —e)(e"+e™) cosx2senx
' (e* +e—*)? _ senx — 2cosx
y= (e*+ e *)2 + (e¥ + e *)? (senx — 2senx)? + (cosx + senx)?
(e*+e™x)? (senx — 2cosx)?

senx — 2cosxcosx + 2sen’x — senx — 2cosx?cosx + 2senx
_ (e +e™)(e*+e™)— (e —eT)(e* +e™) (senx — 2cosx)?

’

(e* +e—%)2 (senx — 2senx)? + (cosx + senx)?
(senx — 2cosx)?

e?* +2e*e ™ + e ¥ —e?* + 2e7¥e ¥ — ™)

2e%X + 2e —2X
(senx — 2cosx)(2cosx — senx) — (cosx — 2senx)(2senx + cosx)

’

y =

senx — 4senxcosx + 4cos?x + cos?x + 4senxcosx + 4sen?x

!

y
_ 4

2e2* + 2e —%X
4senxcosx — 4cos?x — sen’x — 4sen’x — cos?x — 4senxcosx)

1+4
. 2 —4-1
Y= 2e2% + 2e —2% 5
er + e—2x
y' = cosh2x = ———
2
1

= ——+1
Y cosh (2x) *

x2"—1

* y= Arcos 5 —

'~ 2 xn —1
= Arcos ——
Y x2n + 1

(2" + 1) (x* — 1) — (x*" — 1) (x?" — 1)’
l; (xZn — 1)2

x2—1
\/1— Cang )’

Cnx? ) (x2" — 1) — (x2™ + 1) (2nx?" 1)

(xZn _ 1)2\/x4” 4 2x2n — 4N 4 2n2x —

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

Cnx? (" +1—x2"+ 1)
(x21 + 1)2/x ™

I

,_ @nx®H(2)
© 2xn (x4 1)1

(2nx™ 1)
- T

Arctg (e™ J%)
L f

1+ (e™ )2
)

[

a
mx
1 me

B m\/%(1+em%

mx

e
(
b(1 + e2mx7)

)

, e
Y= (b+alezmx

!

y:

ae™™* + pe™x

1 x?Actg(x) +%Inx+1

[ ] y:\/}e

2 1 1
\/}x Actg(x)+21nx+1(x2ACtg () + 1]719( +1) 1 eszCtg(x)+§Inx+1

, 2 _(2\/})

X

x? 1 1 xZActg(x)+1Inx+1
Vx(2xArctg(x) + 2 T (ﬂ) - (2—) e 2

X

\/§<2xArctg(x) + %) - (%) - (%)

X

1
2 =
)ex Actg(x)+21nx+1
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1
X\/E eszctg(x)+%Inx+1
x2+1

y' = <2xArctg(x) +

sena senx

)

° = Arsen(—————
y (1—cosx senx

(1 — cosx senx)(cosx)(sena) + (cosa)(sena)(senx)(cosx)
(1 — cosx senx)?

)

)

)1

((1 — cosx senx)? — (senla sen'x)?
(1 — cosx senx)?

(1 — cosa senx + cosasenx)
(1 — cosx senx)?

( )

y' = (sena)(cosx) (

)1

((1 — cosx senx)? — (sen?a sen?x)?
(1 — cosx senx)

(sena)(cosx)

y' =(

(1—cosx senx)y/(1-2(cosa)(sen?x+cos(2a )senZx

3.14.9 EJERCICIOS PROPUESTOS DE DERIVADA DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

a) y= arcsen(x+v1—x2)

b—a senx

b = arc cos
) y a—b cosx

C) y=arg cthyZ

d) y — (COS x)arc cosx

e) y = Arcos(b+acosx)

) a+bcosic
X
) y= 5 arctagx + garctag(l_xz)

3.15 DERIVADA DE LAS FUNCIONES
HIPERBOLICAS

Surgen de considerar la trigonometria en un triangulo rectangulo sobre una geometria

hiperbdlica en lugar de la geometria euclidiana estandar (Garcia, & Lopez, 2015).

Las principales funciones hiperbdlicas son:
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senh(x) = (e®x — er—x) /2
cosh(x) = (e”x + er—x) /2
tanh(x) = senh(x) / cosh(x)

Tienen propiedades y relaciones similares a las funciones trigonomeétricas circulares
usuales.
Cumplen identidades como:

senh"2(x) — cosh"2(x) = 1

cosh™2(x) — senh"2(x) = 1

Sus gréaficas son simétricas respecto al eje y y no son periddicas, ademas, tienen
aplicaciones en relatividad, teoria de cuerdas, geometrias no euclidianas,
electromagnetismo, dindmica de fluidos, entre otros campos normalmente se relacionan
con las funciones exponenciales complejas y representan soluciones de ecuaciones
diferenciales hiperbolicas y poseen todas las propiedades de las funciones trigonomeétricas
circulares: identidades, formulas de angulos suma/diferencia, reduccion, etc (Spiegel,
2009).

3.15.1 DERIVADA DEL SENO HIPERBOLICO

Sea f la funcién real definida por f(x) = senhx = %(ex—e‘x). Se sigue entonces que

f'(x) = %(ex —e™)' =f(x) = senhx = %(e"—e"‘) = cosh x

Conclusion: f(x) = senhx = f'(x) = coshx

3.15.2 DERIVADA DE LA TANGENTE HIPERBOLICA

eZ—e”

Si f(x) =tanhx = ~  entonces:

_e—x
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(e*+e7?)(e*+e™?) — (e*—e %) (e*—e™?)
(eX+e™x)2

f'(x) = tanhx =

B (e*+e %)% — (e*—e )2 _ (e*teF+e*—eF)(e*te ¥ —e*—e7Y)

(e*¥+e~X)? (eZ+e~%)?
(2e*)(2e7%)?
T (efte0)? (Gre) = sech’

Lo podemos calcular de la siguiente manera:

senh x .
f(x) = tanhx = — < S sigue:
cosh x cosh x — senh x senhx  cosh?x—senh?x 1
f'(x) = tanhx = = = = sech®x

cosh?x cosh2x cosh2x

Conclusion: f(x) = tanhx = f'(x) = sech? x

3.15.3 DERIVADA DE LA SECANTE HIPERBOLICA

. 1
Si f(x) =sechx = — entonces

coshx 0 —1 (senh x)
cosh?x

f'(x) =

senh x 1
= — X = —sech x tanh x
coshx coshx

En resumen:

Tabla 5. Derivadas de funciones hiperbdlicas

Funcién Derivada
senh x cosh x
cosh x senh x
tanh x sech?x
coth x — csch?x
sech x —sech x tanh x
csch x —csch x coth x
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Con la regla de la cadena se establece que:

Funcidn Derivada
senh (f(x)) [ (x)cosh (f(x))
cosh (f(x)) [ (x) senh (f(x))
tanh (f (x)) f(x) sech®(f(x))
coth (f(x)) — [ (x) = csch*(f(x))
sech (f(x)) —f ' (x) sech (f(x)) tanh (f (x))
csch (f(x)) — f " (x) esch (f (x)) coth (f(x))

3.15.4 EJERCICIOS RESUELTOS DEVIDADA DE FUNCIONES
HIPERBOLICAS

e y=2xsechx?
y' = 2sechx® + 2x(sechx3tanhx3)3x?

y' = 2sechx?® — 6x3sechx3tanhx3

e y=coth(3x*) + csch(1—x)
y' = (—csch?(3x2)6x + (—csch(1 — x)coth(1 — x)(—1)
y' = —6xcsch?(3x2) +csch(1-x) coth(1-x)

1 x

o y= Zsenh(Zx) -3
' 1( h2x) * 2 1
= — * —_—
y' = 7 (cosh2x >

,_1 h(2x) 1
y' =5 cosh(2x) — 5

y' = %(cosh(Zx) -1)

!

_cosh(2x) —1
B 2

y' = senh? (x)

__ senhx
"~ 3x+5

B (coshx)(3x + 5) — 3(senhx)
B (3x + 5)2

!
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4x%+6x+3

=)

, 8x+6 4x% + 6x + 3
y:( 5 )COS 5

e y=senh(

e y=senh®(3x*+x+2)
y' = 5(senh*(3x% + x + 2))(6x + 1) * cosh (3x% + x + 2)

y' =5(6x + 1) (senh*(3x? + x + 2)) * cosh (3x2 + x + 2)

3.15.5 EJERCICIOS PROPUESTO DERIVADA DE FUNCIONES
HIPERBOLICAS
a) y=ch(x*+1)
b) y = tanh(x3 — x)
¢) y=x—ctghx — %cotgh3x
d) y=x—ctghx — %cotgh3x
e) y = arctg(senhx)
) y= —%secth + gsech3x — sechx
9) y = In(coshx) — %tanhzx
h) y= %ln (V2 cosh x + Vcosh 2x)

i) y = senh(5x + 8)3
i) v =senh(4e3* —x + 1)*

3.16 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
HIPERBOLICAS INVERSAS

Al igual que con las funciones trigonométricas circulares, las funciones hiperbolicas
tienen también funciones inversas asociadas, estas son la
arg senh,arg cosh'y arg tanh,las inversas de las funciones senh(x),cosh(x) y
tanh(x) respectivamente.

La funcion arg senh(x) toma como entrada el valor de senh(x) y devuelve el nUmero
real X que generd ese valor de senh.

Analogamente, arg cosh(x) es la inversa de cosh(x) y arg tanh(x) es la inversa de

tanh(x).
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Cumplen las identidades:
senh(area senh(x)) = x
cosh(area cosh(x)) = x

tanh(area tanh(x)) = x

Sus gréficas resultan de reflexionar las curvas de senh(x), cosh(x)y tanh(x) respecto
a lalinea identidad y = x.

Permiten despejar la variable original en ecuaciones con funciones hiperbdlicas, de la
misma manera que las funciones trigonométricas inversas circulares, es importante
recalcar que tienen aplicaciones similares a sus contrapartes circulares en geometria
hiperbdlica, relatividad, mecanica, electromagnetismo, entre otros campos (Garcia, &
Lopez, 2015).

3.16.1 DERIVADA DEL SENO HIPERBOLICO INVERSO
Comoy = arg senhx = In(x + Vx% + 1), se sigue que

dy , 1 X (V2P +1)
= (arg senh x)' = m(ﬁm) B (x +VxZ + DVx2 +1
B 1
"

1
Vx2+1

Conclusion: f(x) = argsenhx = f'(x) =

3.16.2 DERIVADA DEL COSENO HIPERBOLICO INVERSO

Sea f(x) = arg coshx = In(x + Vx2 — 1)

1 X 1

f (x) = (Argcoshx) = ﬁ(l +\/x2 —

Conclusion: f(x) = argcoshx = f'(x) = x > 1.

1
Vx2-1’
3.16.3 DERIVADA DE LA TANGENTE HIPERBOLICA INVERSA
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1 1+x . .
De f(x) = Arg tanhx = > In (E) se sigue que:

11 (A-0@)-A+0(=D

1—x

_ 1-X /1—x+1+x
_2(1+x)( (1—x)2 )

_ 1 1
T A+ -x) (1-x2’

[x] < 1.

Conclusion: f(x) = arg tanhx = f' (x) =$,|x| <1.

3.16.4 EJERCICIOS RESUELTOS DERIVADA DE FUNCIONES
HIPERBOLICAS INVERSAS

e y=argsh (m)

T

y = 2l
=ar

1

L

14—
2

! 2y X+

y=

Sil=

7

X+Vx+1

1
2Vx+1
4&( x+ x)
V' =—F=+

HH

X+Vx+1
1

;o 2vVx+1
o 4&(\/x+ﬁ)(\/x+\/§+1)

y

1
e y=arg chm
’ 1 —
Y =—=—=[-+17
) 1
y' = _
—(x )2
e
, -1

y = V1=(x+1)2(x+1)

(x+1)?
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e y=argthx*
, 1
Y = o .x*(1+1Inx)
; _ x*(1+Inx)

T 1-x2x

e y=argsechvsecx
-1

cosx

"~ Vsenx (Vi-sen) 2vsenx
, cosx

y - 2senxv1-senx

e y=argcsch (ln i)

y' = -1 -1
1 ’ ne | x
ln; (ln;) +1
. -1 -1
y = —InxVInZx+1 " x
r -1
T XInxVInZ x+1

3.16.5 EJERCICIOS PROPUESTOS DERIVADAS DE FUNCIONES
HIPERBOLICAS INVERSAS
a) y = 2argctgh®(5x + e*)*
b) y = 2x + 3senx + 4cosx + 5argsenhx
¢) y = argsenh3(e?* — 5x)2
d) y = argcosh*(e?* + 7x)3
e) y= (4x? + 1)argcosh(5x + 3)
f) y=argtgh(x* —3x+1)
g) y=argtgh*(x®+2x+1)
h) v = argtah®(2x — 1)
i) y=(5x3—4x?+ 3x — 2)argctgh(x? + 3e3%)
i) v =5argsech?(6x?—5)3
K) y = argcosech(x* — 3x? — 5x + 6)3
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3.17 DERIVADAS DE ORDENES SUPERIORES

Si f es derivable en ]a, b[, admite la funcién derivada f’ definida en Ja, b[ asi que:
f':la,b[ > R
x = f'(x)

Si f* es derivable en ]a, b[ entonces su funcion derivada va a estar asociada en ]a, b[, la
misma que se nombra segunda derivada de f o la funcion derivada de orden 2 y se escribe
.

f":]la,b[> R
x = f'(x)

Igual si f” admite derivada en ]a, b[ entonces se hablara de una funcion derivada tercera

de f o funcion derivada de tercer orden y seré escrita por f”” o f3
f'"":]a,b[ > R
x = f(x)
Y asi las funciones pueden derivarse de forma n-ésima denotando a la funcién como f™ .
Observacion. — (f)'(x) = f""(x) = }li_r% w es decir la segunda derivada es la
derivada de la primera derivada, la tercera derivada es la derivada de la segunda, etc, etc.

Las notaciones son:

b dy
Y =f() =Duf (1) =
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3.17.1 EJERCICIOS RESUELTOS DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR
e y=2x*sen (x)
y' = 2xsen(x) + x?cos (x)
y'" = 2sen(x) + 4xcos(x) — x%sen (x)

y'"" = 2 cos(x) + 4 cos(x) — 2x(senx) — x?cos (x)

e y=-e"cos(x)
y' = e* cos(x) — e*sen(x)
y" = 2e*sen(x)

y'"" = 2e* cos(x) + 2e*sen(x)

o y=3x%+2e*sen(x)
y' = 6x+ 2e*sen(x) + 2e*cos (x)

y" =6+ 4e*cos (x)

e y=e%*cos (6x)
y' = e?*(—6sen(6x)) + cos(6x) * (2e2¥)
y' = —6e**sen(6x) + 2e**cos (6x)
y" = —6e%*(6 cos(6x)) + sen(6x)(—12e?*) + 2e**(—6sen(6x)) + cos (6x)(4e?¥)
y' = —36e%* cos(6x) — 12e**sen(6x) — 12e**sen(6x) + 4e**cos (6x)
y' = —32e%* cos(6x) — 24e**sen(6x)
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4 _ 120
==
5 — _ 600
y 2
6 _ 3600
==

3.17.2 EJERCICIOS PROPUESTO DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR
a) y = sen(2x) obtener y®°
b) y = 2x3 — 4x? — 5x — 12 obtener y'"
c) y=—2x%—4x — 1obtenery"
d) y =10x% — 3x + 1 obtener y"
e) y = sen(7x) obtener y'"’
f) y =1+ 2x obtener y"
g) y = In (cos(2x)) obtener y'"

2x-1 "
h) y= — obtenery
i) y=x%—4x*—x+ 3 obtener y*

i) y =32cos (7x) obtener y'""

3.18 APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Dentro de las muchas aplicaciones de las derivadas, podemos dividirlas entre su uso es
procesos netamente matematicos y en su uso a nivel profesional, empezaremos con los
usos matematicos:

e Optimizacidén: Las derivadas permiten encontrar maximos y minimos de
funciones, importante en calculo de varias variables, programacion lineal,
investigacion de operaciones.

e Geometria: Laderivada da informacion sobre la pendiente de una curvay permite
estudiar propiedades de curvas y superficies. Util en geometria diferencial.

e Analisis numerico: Los métodos numéricos como Newton-Raphson usan
derivadas para aproximar raices de ecuaciones.

e Series de Taylor: Las series de Taylor usan derivadas sucesivas en un punto para

aproximar funciones.
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Ecuaciones diferenciales: Las derivadas son fundamentales para formular y
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

Probabilidad y estadistica: Derivadas intervienen en la estimacion de
distribuciones, maxima verosimilitud, inferencia Bayesiana.

Algebra lineal: Derivadas direccionales se usan en célculo de valores propios,
diagonalizacion de matrices.

Variable compleja: Las derivadas complejas extienden los conceptos de analisis
a las funciones de variable compleja.

Fisica y quimica teorica: Derivadas modelan cambio, optimizan cantidades

termodinamicas, describen movimiento, flujos.

En cuanto a sus usos en areas netamente profesionales:

Economia: Para maximizar beneficios, minimizar costos, calcular elasticidad de
demanda, anélisis marginal.

Finanzas: Encontrar tasas de retorno Optimas de inversiones, valuar activos,
modelar el precio de derivados financieros.

Ingenieria: Calcular tasas de cambio en sistemas dindmicos, optimizar
parametros de disefio como resistencia, estabilidad.

Fisica y Quimica: Describir cambios en movimiento, trayectoria, mezclas y
reacciones quimicas.

Medicina: Modelar la dinamica de enfermedades, difusién de farmacos, flujos
sanguineos y de fluidos.

Machine Learning: Entrenamiento de modelos como redes neuronales usando
derivadas para optimizar pesos.

Ciencia de datos: Derivadas para estimar méaxima verosimilitud en modelos
estadisticos.

Negocios: Analisis de punto de equilibrio, efecto de cambios marginales,
elasticidad de demanda, optimizacion de precios.

Meteorologia: Prediccion del cambio en sistemas climaticos usando derivadas
parciales en ecuaciones.

Control: Derivadas para obtener modelos lineales de sistemas no lineales como
en automoviles, drones (Fleming, & Varberg, 1992).
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3.18.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE APLICACIONES DE LAS
DERIVADAS
EJERCICIO 1

Se te pide en este ejercicio que determines la velocidad de cambio del volumen respecto
. . . dv

del tiempo en el instante t = 10 seg, o sea, el valor de la derivada — calculada en

t = 10.

La idea serd entonces expresar el volumen V en funcion del tiempo t. Por un lado, la ley
de Boyle establece que P.V = K y por otro conocemos como varia la presion con el
tiempo:

P(t) =30 + 2.t
Basta entonces que despejemos el volumen de la ley de Boyle y luego sustituyamos la

presion por su expresion en t. Tendremos entonces:

© =
IO
Sustituyendo P(t) obtenemos finalmente:
v = e M
Derivemos (1) y hallemos su valor en t = 10
dv _ 2K dv 10) = K
dt  (30+2x*t)2 dt( )_502

El dato de que el volumen inicial es de 60 cm3 nos permite calcular la constante K.

En efecto, para t=0 debera ser V= 60.

Sustituyendo en (1): 60 = % = k =1800
dv (10) = 3600 144 cm3
dt ~ 2500 seg
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En definitiva, el gas esta disminuyendo su volumen a razén de 1.44 cm3 por seg a los
10 seg. de iniciado el proceso de compresion.

Veamos otra forma de resolver el ejercicio.

Como la presion y el volumen son funciones de t la ley de Boyle establece:
p(®)xvt) =k Vt=0 (D

Derivando ambos miembros de la igualdad (1) obtienes:

d(p*v)  dk
dt dt

En el primer miembro tenemos la derivada de un producto y en el segundo de una
constante, por tanto:

dv dv v dp
— —

P =° - pla @

Como nos interesa el instante t=10 debemos calcular, para sustituir en la relacion (2):

dp
V(10),p(10) y —= (10)

{ p(10) =50 p(0) = 30
Dep=30+2*t - dp _ dp B
- ) =2 — (10) =2
10) * v(10) = k 10y = X
De BOYLE : p(10) *v(10) = > w0 =g
p(0) *v(0) =k - k = 30 * 60 = 1800

Haciendo la sustitucidn de valores en (2) encontramos la solucion que y conociamos.

cm3

dv 10) = —-1.44
dt( )=-1 seg

De esta forma se resuelve el ejercicio sin explicitar V(t).

EJERCICIO 2

Debes hallar en este ejercicio la velocidad con que aumenta el radio R a medida que la
mancha se expande sobre la superficie del mar, en el instante en que R =50m.
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K50k

Podriamos pensar en hallar la expresion R(t) para derivarla posteriormente. Sin embargo
no se te indica como dato del problema la forma en que el espesor h varia con el tiempo
por lo que no lograremos encontrar R(t).

Debes encarar el ejercicio partiendo de la relacion entre R y h que nos proporciona el
volumen de la mancha que sabemos se mantiene constante. Tendremos:

V = mR2.h Vvt>0 (1)

Derivemos ambos miembros de la igualdad (1) respecto de (t):

_w (ZR R on+r? dh) )
—_—= — % I
ar  \* dt

Como V es constante, es decir independiente de t , sabemos que: % = 0 lo que nos

permite concluir de (2) que:

dR dh

2R—*h+R*— =0
TR
. dR dR —-R dh
Despejando pr obtenemos que = ¥ 3
Como tenemos el dato de que la altura de la mancha disminuye a razén de 10 hc()':a
Sera :
dh
— =-107?
dt hora
De la relacion (1)
- vV
mR?
100 0.04
ComoV = 100 m3 , R=50m = h= =—— m
502 is
Sustituyendo valores en la ecuacion (3) se tiene finalmente:
dR 50m 10-2 6.25 m
—_— el * fond . —_—
dt ~ 2(0.04) Tk
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La velocidad con que aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es de 50 m,

resulta entonces cercana a los 20 %

EJERCICIO 3
Si llamamos L al lado del tridngulo equilétero, siendo su altura h ? L su area A seré:
V3

A:TLZ con A=A(t) y L =LY

Se te pide la rapidez de variacion de la longitud de los lados por lo que debes calcular

% para A = 200 cm?

Derivando respecto de t la igualdad (1) obtenemos:

dA V3

dL
w — o ¥y (2)

., . dL . dA .
Delaexpresion(2)debemosdespejar -, ysustituir — yL por susv alores correspondientes

Al instante en que A = 200 cm?

De (1) 200 £ 12 = L =21.5cm vy teniendo en cuenta que %4 = —4. <™
4 dt min

aL -8 ~ _021 cm

dt = 2153 ~ min

Los lados estan entonces disminuyendo sus longitudes a la velocidad calculada.

EJERCICIO N °4

Comol = L+i = R= R1:R2 siendo R ,R1,R2 funciones det
R R1 R2 R1+R2

Derivando la ultima expresion respecto de t tendremos:
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dR1 dR2 dR1  dR2

dt (R1+ R2)?

Operando y simplificando obtienes:

dR2 dR1
2 2
d_R :Rl * r + R2% * i
dt (R1 + R2)?
siendo £ =001 y &2 0022 R1=300,R2 =900
dt seg dt seg

Sustituyendo valores obtienes:

dR _ 900.2.107%2 + 8100.102 ~ 687510~ Q

dt 1202 - seg

La resistencia equivalente R est4 entonces aumentando con la rapidez calculada.

3.18.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE APLICACIONES DE LAS

DERIVADAS

a) Cada arista de un cubo variable estad aumentando a razon de 3 pulgadas
por segundo. ;Qué tan rapido estd aumentando el volumen del cubo
cuando una arista es de 12 pulgadas de longitud?

b) Suponga que una pompa de jabén mantiene su forma esférica conforme
se expande, ¢qué tan rapido aumenta el radio cuando éste es de 3
pulgadas, si se sopla aire a la burbuja a una razén de 3 pulgadas cubicas
por segundo?

¢) Un aeroplano que vuela horizontalmente a una altitud de una milla pasa
directamente sobre un observador. Si la velocidad constante del
aeroplano es de 400 millas por hora, ¢qué tan rapido aumenta su
distancia respecto del observador 45 segundos mas tarde? Sugerencia:
observe que en 45 segundos el aeroplano ha recorrido 5 millas.

d) Un estudiante utiliza un popote para beber de un vaso cénico de papel,
cuyo eje es vertical, a razon de 3 centimetros cubicos por segundo. Si la
altura del vaso es de 10 centimetros y el diametro de su A3 4 # 1 60 =
180 hora B, = abertura es de 6 centimetros, ¢qué tan rapido esta bajando
el nivel del liquido cuando la profundidad del liquido es de 5
centimetros?

e) Un aeroplano que vuela hacia el oeste a 300 millas por hora pasa por
arriba de la torre de control al mediodia, y un segundo aeroplano que
vuela hacia el norte, a la misma altitud pero a 400 millas por hora, pasa
por la torre una hora después. ¢Que tan rapido estad cambiando la
distancia entre los aeroplanos a las 2:00 p.m.? Sugerencia: véase el
ejemplo 3.
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f)

9)

h)

)

K)

m)

Una mujer en un muelle jala una cuerda atada a la proa de un pequefio
bote. Si las manos de la mujer estan 10 pies por encima del punto en
donde la cuerda estéa sujeta al bote,y si ella esta recobrando la cuerda a
razon de 2 pies por segundo, ¢qué tan rapido se aproxima el bote al
muelle cuando falta por recogerse 25 pies de cuerda?

Una escalera de 20 pies esta recargada contra un edificio. Si la parte
inferior de la escalera se desliza a lo largo del pavimento alejandose
directamente del edificio a una velocidad de 1 pie por segundo,qué tan
rapido esta descendiendo el extremo superior de la escalera, cuando el
pie de la escalera esta a 5 pies de la pared?

Una escalera de 20 pies esté recargada contra un edificio. Si la parte
inferior de la escalera se desliza a lo largo del pavimento alejandose
directamente del edificio a una velocidad de 1 pie por segundo, ¢;qué tan
rapido esta descendiendo el extremo superior de la escalera, cuando el
pie de la escalera esta a 5 pies de la pared?

Supongamos que un derrame de petrdleo se estd limpiando por medio de
bacterias esparcidas en é€l, las cuales lo consumen a una razon de 4 pies
cubicos por hora. EI derrame de petréleo esta modelado por la forma de
un cilindro muy delgado cuya altura es el grosor de la capa de petréleo.
Cuando el grosor de la capa es de 0.001 pie, el cilindro tiene 500 pies de
diametro. Si la altura disminuye 0.0005 pie por hora, ¢a qué razon
cambia el area de la capa?

De un tubo sale arena a razon de 16 pies cubicos por segundo. Si al caer
la arena se forma un monton cénico en el piso, cuya altura siempre es
del diametro de la base, ¢qué tan rapido aumenta la altura cuando el
monton es de 4 pies de altura? Sugerencia: refiérase a la figura 9y
utilice el hecho de que V=13pr2h.

Un nifio estd volando una cometa. Si la cometa esta a 90 pies del nivel
de la mano del nifio y el viento sopla en direccion horizontal a 5 pies por
segundo, ¢con que rapidez el nifio suelta cordel, cuando ya ha soltado
150 pies de cordel? (Suponga que el cordel permanece en linea recta
desde la mano hasta la cometa, en verdad una suposicion poco realista.
Una alberca es de 40 pies de largo, 20 pies de ancho, 8 pies de
profundidad en el extremo méas hondo y 3 pies en el extremo menos
profundo; el fondo es rectangular (véase la figura 10). Si la alberca se
Ilena al bombear agua a una razon de 40 pies cubicos por minuto, ¢con
qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando la profundidad es de 3 pies
en el extremo més hondo?

Una particula P se mueve a lo largo de la gréfica de y =
Vx? — 4;x >= 2 de modo que la abscisa de P estd aumentando a
razén de 5 unidades por segundo. ¢Qué tan rapido esta aumentando la
ordenada (coordenada y) cuando x=3?
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n) Un disco metélico se dilata con el calor. Si su radio aumenta a razon de
0.02 pulgadas por segundo, ¢con queé rapidez aumenta el area de una de
sus caras cuando su radio es de 8.1 pulgadas?

0) Dos barcos parten desde el mismo puerto en una isla,uno va en direccion
norte a 24 nudos (24 millas nauticas por hora) y el otro con rumbo este a
30 nudos. EIl barco con direccién norte salié a las 9:00 a.m. y el otro
dejo el puerto a las 11:00 A.M.;Qué tan rapido aumenta la distancia
entre ellos a las 2:00 P. M.? Sugerencia: seat=0alas 11:00 A.M.

p) La luz de un faro,que se encuentra 1 kilémetro alejado de una playa
recta, gira a 2 revoluciones por minuto. ;Con qué rapidez se mueve el
rayo de luz a lo largo de la playa cuando pasa por el punto que se
encuentra a kilometro del punto que esta enfrente del faro?

g) Una aficionada a la aviacion observa un aeroplano que vuela a una
altura constante de 4000 pies hacia un punto que se encuentra
directamente sobre de ella. Ella observa que cuando el &ngulo de eleC 1
2~2x2-4,x U2,~ vacion es radian, este aumenta a una velocidad de
radian por segundo. ¢ Cuél es la velocidad del aeroplano?

r) Chris, que mide 6 pies de estatura, camina alejandose de un poste de
luz,de 30 pies de altura,a una velocidad de 2 pies por segundo EI vértice
del &ngulo, u, opuesto a la base de un triangulo isosceles, con lados
iguales de longitud 100 centimetros, aumenta a razon de de radian por
minuto.¢Con qué rapidez aumenta el area del tridngulo cuando el angulo
del vértice mide p>6 radianes?

s) Un largo paso a desnivel de una autopista pasa por encima de una via de
ferrocarril que esta a 100 pies por debajo y forma un angulo recto con
é1.Si un automovil que viaja a 45 millas por hora (66 pies por segundo)
esta directamente por arriba de la parte delantera de un tren que va a 60
millas por hora (88 pies por segundo),¢,qué tan rapido se estan separando
10 segundos después?
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CAPITULO 4
4. INTEGRALES

4.1 INTRODUCCION

La integral es un concepto fundamental del célculo que generaliza la suma de elementos
infinitesimales para calcular el &rea bajo una curva, el volumen de un solido, la cantidad

de una magnitud fisica, entre muchas otras aplicaciones (Larson, & Edwards, 2010).

Existen dos tipos principales de integrales:

e La integral definida: ff f(x) dx representa el area bajo la curva de f(x) entre

a'y b. Geométricamente es el limite de una suma de areas de rectangulos cuya
altura es f(x) y cuya base tiende a cero. Algebraicamente, satisface propiedades

como linealidad, aditividad y relacion con la derivada.

e La integral indefinida: [ f(x)dx es una operacion inversa a la derivada, que
encuentra una funcion F(x) cuya derivada es f(x). Requiere métodos analiticos

de integracion y una constante arbitraria aparece en la solucién.

Las integrales tienen aplicaciones muy amplias e importantes. Algunos usos son calcular
areas, volumenes, longitud de arco, trabajo mecéanico, masa, centroides, momento de
inercia, carga eléctrica, energia, y cualquier cantidad que represente una acumulacion, los
métodos principales de integracion incluyen sustitucién, integracion por partes,
fracciones parciales, integracion trigonometrica y otras técnicas para hallar primitivas de

funciones.
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4.2 INTEGRALES INDEFINIDAS

4.2.1 DEFINICION

Definimos la integral indefinida de una funcién f(x) como la antiderivada general de
dicha funcién (Granville, 2003).

Utilizaremos la siguiente notacion para designar la integral indefinida de f(x).
J fx) dx
De tal razon que | f(x) dx representara a todas las antiderivadas de la funcion f(x).

Contamos con las siguientes igualdades:

d
aff(x)dx=f(x)

[f(x)dx = F(x) + C,si F'(x) = f(x)

Donde C es una constante arbitraria.

Debemos comprobar que F(x) + C es la antiderivada general de la funciéon f(x) para

ello podemos seguir una serie de pasos

Primer paso.

Si F(x) 4+ C esunaantiderivada de f(x) . Eso quiere decir que:
(Fx)+C0)' =F(x)+0=f(x)

Segundo paso.

Teniendo en consideracion que G(x) es la antiderivada de f(x), por lo que podemos decir

gue G(x) = F(x) + C. Por consecuente se obtiene que:

G'(x) =f(x) = F'(x)
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Y por lo tanto también:
Gx)=F(x)+C

Siguiendo el primer y segundo paso podemos llegar a la conclusion de que F(x) + C es
la antiderivada general de f(x), y podemos llegar a la siguiente notacion por definicion

de la integral indefinida de f(x).
[f(x)dx=F(x)+C
En términos de diferenciales podemos escribir de la siguiente manera:
[F'(x)dx = F(x) + C
[ dF(x) = F(x) + C
Yaque dF(x) = F'(x) = f(x)dx

Podemos decir que la integral indefinida de la diferencial de una funcién es igual a la

funcion mas una constante.

Podemos decir que, la integracion indefinida puede ser considerada como la operacion

inversa de la operacién que asigna una funcion su diferencial.

4.2.2 SUMATORIAS

Las sumatorias son una herramienta que se puede utilizar para aproximar funciones, pero
tienen algunas limitaciones en comparacion con otros métodos mas potentes como las

derivadas (Alvarez, 2010). Se expresan simbdlicamente como:

>

Pese a ser una de las primeras formas de calcular algunas funciones, existen varias
razones de caracter matematico por las cuales es mejor utilizar la derivada en lugar de la

sumatoria para estudiar la variacién y el cambio de una funcién:
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La derivada representa el limite del cociente incremental de una funcién cuando
el incremento tiende a cero. Esto le da una fundamentacion rigurosa basada en el
concepto de limite.

o La derivada es una propiedad intrinseca de la funcion, mientras que la sumatoria
es una aproximacion externa. La derivada revela informacion sobre la tasa de
cambio instantanea.

e Las derivadas se pueden calcular analiticamente utilizando reglas de derivacion.
Las sumatorias requieren un proceso numeérico paso a paso menos eficiente.

e Las derivadas se comportan mejor en los extremos y puntos de inflexion al ser
limites, mientras que las sumatorias pueden tener errores de aproximacion.

e Las derivadas se prestan mas facilmente para el analisis matematico al poder
utilizar teoremas como el de Rolle, el valor medio, la regla de L'Hdpital, entre
otros.

e Conceptos avanzados como derivadas parciales y derivadas de orden superior
seran imposibles de abordar solo mediante sumatorias.

e Las derivadas permiten encontrar maximos, minimos y puntos de inflexiéon de

manera exacta, algo mucho méas complejo con sumatorias.

En conclusion, la diferenciacion mediante limites que representan la derivada es una
herramienta matematica mas potente, elegante y precisa en comparacion con el uso de

sumatorias para estudiar la variacion de funciones.

fx)=x

n
A= lim Zf(\ )Ax
n—+o
i=1
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Figura. 4.1 Grafica de una funcion calculada por sumatoria

4.2.3 INTERPRETACION DE LA INTEGRAL DEFINIDA

La integral definida representa el area bajo una curva en un intervalo dado. A diferencia

de la indefinida, se define entre limites de integracion a 'y b, de alli su nombre:

fa )

Geométricamente representa el area limitada por la curva de f(x), el eje X, y las rectas x
—ayx=h.
Para calcularla realizamos el siguiente proceso:

e Sedivide el intervalo [a, b] en subintervalos

e Se aproxima el &rea con rectangulos

e Setoma el limite cuando el ancho tiende a 0
Conceptualmente, la integral definida acumula una cantidad infinitesimal representada
por f(x) sobre un intervalo especifico.
En problemas concretos, primero se obtiene la integral indefinida de f(x) y luego se
evalUa entre limites [a, b] para calcular la magnitud deseada.
Las aplicaciones de la derivada definida incluyen: calcular areas, volimenes, longitudes
de arco, en cuanto al analisis de funciones respecta, también se utiliza en fisica para
determinar el trabajo mecanico, la masa, centroides, momentos, la carga eléctrica, y

numerosas medidas (Kincaid, & Cheney, 2006).

424 TABLA DE INTEGRALES

Tabla de integracion

Tabla 6. Integrales comunes

xn+1

a) [x"dx =

+ C, x>0 n#1

n+1
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b) %=1n|x|+c

=
¢c) [a¥dx = T C

d [e*dx=e*+C

e) [sinx dx= —cosx+C

f) [cosx dx =sinx+C

g) Jtanx dx =In|secx|+ C = —In|cosx| + C

h) [cotx dx = —In|cscx|+ C = In|sinx| + C

i) [secx dx =In|secx + tanx| + C

j) Jcscx dx =1In|cscx — cotx| + C

k) [sec?xdx =tanx+C

)  fesc?xdx =—cotx+C

m) [secxtanx dx =secx + C

n) Jecscx cotxdx =—cscx+C

0) fm arcsmG +C

)
p) fd—xz—arctan( )+C
(

a?+x?
a) f% ~arc sec Z)
r) fxzd_xaz = iln % +C
s) f%ziln Z—j +C
t) IW In(x + VxZ +a2) + C
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u) [Va? —x?2 dx=§\/a2—x2+
2
& arcsin (f) +C
2 a

V) f%zln(x+\/x2—a2)+6

w) [VxZ+4+a?dx= §Vx2 + a? +a721n(x+
Va2 +a?) +C

x) [Vx2—a?dx= §Vx2 — a? —a;ln(x+
V2 —a?) +C

425 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES

La integral indefinida es un concepto fundamental en célculo y tiene varias propiedades
importantes. Si F(x) es una antiderivada de f (x) , entonces se denota como [ f(x) dx =
F(x) + C, donde C es una constante arbitraria (Spiegel, 2009). Aqui hay algunas

propiedades clave de la integral indefinida:

a. Linealidad: Si f(x) son funcionesy g(x) y c es una constante, entonces

Jle - fG)+g@]dx=c- [ f(x)dx + [ g(x)dx

b. Regla de Potencias: Para cualquier constante n # —1

1
fx"dx=n—+1-x”+1+C

c. Regladela Sumay Resta:

JIfG) +g)ldx = [ f(x)dx + [ g(x) dx

d. Regla de la Multiplicacién por Constante:

Je-fGydx=c-[f(x)dx
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e. Regla de la Sustitucién: Si u = g(x) y F(u) es una antiderivada de f(u),

entonces

Jf(gx)-g'(x)dx=F(g(x))+C

f. Cambio de Limites de Integracion: Si F(x) es una antiderivada de f(x) en un

intervalo [a, b], entonces

b
[ reax =F) - F@

g. Propiedad de Cero: Si f(x) es continua en [a,b] y F(x) es una antiderivada de

f (x), entonces

faf(x) dx =0

4.2.6 INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Permite calcular integrales indefinidas de la forma:

[ rlaeng

Por eso, supongamos que P es una primitiva de f; podemos considerar P'(x) = f(x)

luego:

ff(x)dx =P(x)+ C.

La misma que nos conduce a una expresion general, P og es una primitivade (f 0 g)g'.

En efecto:

(Pog) = P'(g(x))g'(x)
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= f(g(x))g'(x).

Por lo tanto
[ Flaeng @dx = Pge + .

Observacion:

Es muy comudn encontrar que u = g(x) y entonces du = g'(x)dx; en cuyo caso
[f(g(x)g'(x)dx Nos queda en [f(wdu=Pw)+C ; es decir que
[ f(g(x))g'(x)dx se ha transformado en una integral mas simple con la sustitucion que

realizamos.

4.2.7 EJERCICIOS RESUELTOS POR CAMBIO DE VARIABLE

a
d. f;dx
u=a—x Cambio de variable
du = —dx
_afﬂ Se reemplaza en la integral
u
—aln(u) + ¢ Se resuelve la integral
—aln(a — x) + ¢ Se devuelve a la variable original
4t - 6
dt
b. f 2t—1
u=2t-1 Cambio de variable
du = 2dt

Se reemplaza en la integral
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2u—2-26
JEEE R

1f2u -8 Se resta
- du
2 u
1 J‘ 2(u—4) Factor comun
— | ———du
2 u
u—4 . .
f du Se saca el dos y se simplifica
u
u 4 i
f—du _ j—du Se separa en dos integrales
u u
Se resuelve la integral
u— 4 In|ul
2t—1—4n|2t—-1|+¢ Se devuelve a la variable original
x
dx
C. fa+ bx
f u—a Se reemplaza en la integral
du
b%u
11 u a Se separa en dos integrales
—ZU—du—f—du] P J
b u u
Se resuelve la integral
Bz [u — aln(u)]
1 Se devuelve a la variable original
b—z[bx+a — aln(bx +a)] + ¢ g
1-3x
d. dx
f 3+ 2x
u=3+ 2x
du = 2dx Cambio de variable
3u—9 -2 P
- 7y u Se reemplaza en la integral
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1f3u - 11d
4 u u

1 r3u 11
—— —du—f—du
4 u u

1
~2 Bu —11in(w))

1
_1[3(3 +2x) — 11In|3 + 2x|] + ¢

ax—>b
. fax+ﬁdx

u=ax + f
du = adx

Ja(u—ﬁ)—bdu

a’u

1 fau—af —ab

Se suma

se separa en dos integrales

Se resuelve la integral

Se devuelve a la variable original

Cambio de variable

Se reemplaza en la integral

a? u du Se realiza algebra
1 (au 1 (af 1
az) u du = az) u du - a?) u du Se separa en 3 integrales

1
Y [au — aBIn|u| — abln|ul]

%[a(ax + B) —ap In|lax + B|

— ab Inlax + B|] + ¢

2
; f3t_+13dt

t

u=t-—1
du = dt

u+1)7%+1
[Lrbirt,

Se resuelve la integral

Se devuelve a la variable original

Cambio de variable
Cambio de variable

Se reemplaza en la integral
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3 f u?+2u+2 Se realiza algebra

[ [ u? 2u 2 Se resuelve la integral
3f—du+f—du+f—du
I u u u

(t — 1)

3|7 ——20-D Se devuelve a la variable original
+ In|t — 1|l +c
2

x“+5x+7

[ dx
x+3 ) )

u=x+3 Cambio de variable
du = dx

u—3)2+5u—-3)+7

du ;
u Se reemplaza en la integral
juz —6u+9+5u—15+ 7d Se realiza algebra
» u

u? u du Se separa en 3 integrales
j—du—f—du+ —

u u u
‘LLZ
- ~utinful+c Se resuelve la integral
(x + 3)? Se devuelve a la variable original

> —(x+3)+Inlx+3|+c

xt+ x2+1
h, [———
J=——dx
u=x-1 Cambio de variable
du = dx
u+D*+@+1D2+1 Se reemplaza en la
j u du integral

ut+4ud +out +4u+1+ut+2ut+ 141
u du  ge realiza algebra
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ut +4ud + 7u? + 6u+3
f 0 du Se realiza algebra
u? 4u3 7u? 6u Se separaen 5
f;du+f7du+f7du+f7du integraIeS
3
— | —du
u
3 2
fu du+4fu du+7fudu+6fdu Se simplifica
1
-3 f —du
u
ut Ul u?
Z+4?+77+6u+3ln|u| +c Se resuelve la
integral
(x —1)* (x—1)3 (x — 1)? Se devuelve a la
4 4— 7T——+6(x -1 variable original

+3in|lx — 1| + ¢

i f(a + —)dx

J‘ax — a® +b?
—dx
X—a
u=x-—a Cambio de variable
du =dx
J‘(a(u +a)—a®+ bz)zd Se reemplaza en la integral
” u
au+b Se realiza algebra
f A 220y g
u
(au)? + 2abu + b? Se abre el binomio
5 du
u
a’u? 2abu b? Se separa en 3 integrales
J 3 du+f s—du +f—2du
u u u

1 1 . e
azfdu_}_zabj_du +b2f_2du Se Slmpllflca
u u

1 -
a?u + 2ab In|ul +b2(_ﬂ) te Se resuelve la integral
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a’(x — a) + 2ab In|x — a| Se devuelve a la variable original
20_
+b%( o= a)) +c
X
dx
J f (x+1)2
u=x+1 Cambio de variable
du = dx
fu -1 d Se reemplaza en la integral
w M
1 :
f%du _ f_zdu Se separa en 2 integrales

Se resuelve la integral

Se devuelve a la variable original

4.2.8 EJERCICIOS PROPUESTOS DE INTEGRALES POR CAMBIO DE
VARIABLE

a) fjl’d_—yydy

b) [+eX—1dx
c) fx21+xdx
1
d) f xln 2 x
e) [+Va — bx dx
1
f) f cos?x
X
0 Jmmdx
DN
: d
) fzjz i 3
. 2d
J) f1x+;e
2q
W =
) [ae™dx

m) [(et— e bH)dt
n) [e @+hgy

429 INTEGRACION POR PARTES
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Sea h la funcion definida en h(x) = f(x)g(x), fy g son derivables. La derivada de las
funciones dice: h'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Aqui h(x) es una primitiva de f'(x)g(x) + f(x)g'(x); o sea
f[h’(x) =f'(x)g(x) + f(x)g'(x)]dx = h(x) + C

=f(x)gl) +C

Por propiedades de la integral:

Jf)g@dx + [ f()g'(x0) +C

Donde:

[ Feg@adx = rage - [ r@gdx+c

En esta ecuacion hacemos un cambio de variable u = f(x),v = g(x) entonces dv =

f'(x)dx y dv = g'(x)dx entonces la férmula se transforma en:
fudvzuv—fudv+€
La férmula de integracion por partes para las integrales definidas es:
b b
| feogeax = fegel- [ rmgwdx
a a

Ejercicios propuestos

du_dx
=Inx T x
a [x"-Inx-dx u N
/ dv = x"dx =
n+1
f - p l xn+1 fxn+1 dx xn+1.lnx x™ - dx
. . ] . — — j—
XXX = I T n+1l x n+1 (n+1)
xn+1.lnx 1 f " g xn+1.lnx 1 xn+1 i
— . ﬁ — .
n+1 n+1 X x n+1 n+1 n+1
n. . — _
fx Inx-dx ] (n+1)2+C
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3In“x
b fl“_zx d u=Inx d __1x d
x dv = x 2dx p="_-_1
-1 X
2Inx
ln3x_ _ In x lnzx. u:]nzx du = x d
fxTZ dx__x +3fx2 dx dv:x—de_) U—x—_lz—l
-1 X
1
In3x . _ Inx  In’x Inx u=lInx du = ;dx
-1 X
In3 3In*x In*x 6l
an'd)C:— pnx nmx_ nx+6fx_2-dx
x X X
In3x 3In°x In®x 6lnx 6
f Y dx=— SR r M e
X X X X X
’ 5 du = Zlnxdx
n?x — -
c. fs_/3 dx u_ lrlsjcg N j x X
dv= x/*dx V=———x
2
du = dx
In2x 3ln X Inx u=Inx T x
—.dx = >+ 3 -
f x% 2% 3 f X753 dv = x>3dx {U = 7 32/3
f nx i 31n x 9lnx f Inx 4
—.dx = ~dx
5 _g 2/3
X3 2x 3 2 XTX
n’x 3Inx 9nx 9/ 3
x3 2x 3 2x3
n2x 3In’x 9nx 27
j—sdx = - D) + ) - > C
x3 2x 3 4x3
d f In[cosx] u=lIn[cosx] {du = —csoizx dx = —tg(x) - dx
cos?x dv = cos?®x - dx v=tg(x)
fln[cosx]d £g(o) In] ]+ft2 d
———.dx = n .
p——— x=tg(x cosx g°x-dx
In [cosx] 2 2
fm.dx = tg(x) In[cosx] + j tg°x-dx — tg(x)In[cosx] + J(sec x—1)-dx
f In [cosx] dx =tg(x)In[cosx] +tg(x) —x+C
coszx X7 Y g

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

e. [(x2—2x+3)Inx-dx

_dx
u=lInx R du=-—
dv = (x* - 2x + 3)dx v=%_22+3x

f(x2—2x+3)lnx-dx=(9;—3—x2+3x)lnx—f(%3—x2+3x)%

3 2
f(x2—2x+3)lnx-dx=(%—x2+3x>lnx—f<%—x+3>dx

3 3 42
f(x2—2x+3)lnx-dx=<%—x2+3x>lnx—%+%—3x+c

_ 2ln(x)
f. [x3-In?x- dx u=inix = *, ax
dv = x3dx v=x
4

xtinfx  x* 2In(x)

4 7y W

jx3-ln2x- dx =

[x3-In?x- dx=@—%fx3ln(x)dx

u=inx _ du:%
dv = x3dx *

xt*n?x xtlnx 1 (x*dx  x*In?x  xtlnx 1
3772 . _ _ _ _ N 3
jx In“x- dx 7 5 5| Tax " a g <8>fxdx
x*n?x x*lnx x*
3.2 +. _ _ ol
fx In“x- dx 2 3 + 32 +C

Ejercicios propuestos

a. [In?x- dx

b f xlnx dx
(1222
1-x
c. [xIn (1—+x) dx
d. le—: dx

. [0, gy

f. [In(Vx+V1+x)- dx

In(2+3/x
9. f%.

h. [(7+x—3x%)e ™" dx
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. xe*
l. fm dx

1

i[5 dx
k. [2x-3)(x?—-3x—1D*In(x* —3x—-1) dx
l. [ x*e *dx

m. fx3e_§ dx
n. [(x*—2x+5)e *dx
0. [(x3—3x)e®dx

3x%+2x-1 d
f 4_e3x

q. [(8x3+ 6x%+2x+5)e**dx
r. [arctgyxdx

s. [xarctg? xdx
{[arewr g

x2(1+x2)

arctgx
u. [—;—dx

v. [x*arctg3xdx

x%+1 x
W. J‘me dx

x. [ \/li_ln(il) dx

4.2.10 INTEGRACION QUE CONTIENEN UN CUADRADO

Si la integral contiene una expresion cuadratica ax? + bx + ¢, completar el cuadrado
puede producir una integral que sea posible expresar en términos de una funcién

trigonométrica inversa o una funcion hiperbélica inversa.

f(ax+b) dx 'f (ax+b).dx

dx
1 | (axthydx
cx2+dx+e Vex2+dx+e

x
_— 2_-
ax?+bx+c f\/ax2+bx+

Las integrales de la forma 1 y 2 se calculan completando cuadrado en el trinomio:
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2+b+—2+b+—2+b+2+ il
ax x+c=a(x ax) c=a(x ax 4a2) c ia
B +b 2+4ac—b2_ +b 2_I_4ac—b2
=alx Za) 4a al(x Za) 4q?
Es decir:
f dx _ 1f dx
ax? +bx+c a b.,  4ac—b?
[((x +5)% + ———1
J‘ 1 ] dx
VaxZ+bx+c +a \/ b 4ac — b?
—)2 - =
22"+ —1aq
Para las integrales de la forma 3 y 4 se debe acomodar la expresion ax + b de la siguiente
manera:
ib="Lpex a2
ax =5z [ cx ] o

Como se observa la expresion 2cx + d es la derivada del trinomio cuadrado, luego

reemplazamos en la integral:

f(ax+b)dx _ f(26x+d)dx ad)f dx
cx2+dx+e 2c¥’ cx%+dx+e 2¢ cx2+dx+e

Aplicando la formula:

&= Injx| + C

Ejercicios resueltos:

a. f (6—2x)dx

v 8—4x—4x2

(6 —2x)dx
l = u=8-—4x —4x? - du = (—4 — 8x)dx
V8 — 4x — 4x?

du (-1 - 2x)dx
—=(—1—2x)dx;l=f +
4 J@B—4x —x2) J V8 —4x — 4x2

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

-
=f\/él(z—x—xz)-l_ff

f 2—(x2+x) ifu e

7 dx 1
l=—

1
- d
J2—(x+1/2)2+1/4 +4Ju e

1
dx

uz
+ +C
9/4 — (x + 1/2)2 1
VA= (x+1/2  4(3)
l—7A (x+1/2) V8 — 4x — 4x?
=3 rcsen 372 >
7 2x +1 V8 — 4x — 4x2
l=—Arcsen( ) +C
3 2
2x+5)d .
f(2x+)x siu=x%+2x+5
x“+2x+5

- du=2x+2)dx

(2x + 2)dx J dx

x24+2x+5 x2+4+2x+5

z—f “+3f o —L||+3f o

) u (x+1)2—1+5 ¢ (x+12+4
3 x+1

l=In|x?>+2x+5|+= Arctg( >+C

2
dx
C. - EEE——

f 5x2-20x+23

l__[ dx _1f dx
) 5x2—-204+23 5

23
4x+5
] 1j dx 1f dx 1At x—2 +e
= — = — = rctg
5 23 § 3
(x—2)2—4 ? (X—2)2+§ 5% %
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1 5 1 5
l = Arctg| |[=(x—2) |+C=—Arctg| |[z(x—2) |+C
3(25) \[; V15 3

3
dx
d. fx2—2x+4
z—f dx lementando cuadrad
= xz — Zx n 4 COmp ementando cuaarados

l_J‘ dx
) (x=-1)2-1+4

[ = f(x—ciﬁ = \/—1§Arctg (x\/—gl) +C

o f dx
© Y /-5-12x-3a2

dx
l= f T 12— 3.2 complementando cuadrados |

B dx
_j\/3 —§—4x—x2)

dx
=V§jJ—a3—(x+32+4+C

HJ

—3— (2 4+ 4)

X+ 2
Arcsem )

ik /—__( e &6

1 3
| = —Arcsen =(x+2)|+C
N j;( )

Ejercicios propuestos

1 f (x2+1)dx

(x+2)2
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2 f (4x+5)dx

x242x+2

f (3x-5)dx

x2-8x+42

4. fsx—+3dx

x2+4x+4

5 f 5x+3

x2+4x+4

4.2.11 INTEGRACION DE LAS FUNCIONES IRRACIONALES
En general se trata de eliminar la raiz de la funcion a integrar a traves de un cambio de

variable. En algunas funciones no sera necesario eliminar la raiz (Diego, 2015).

Existen integrales simples en el que las funciones irracionales afecten solamente a
monomios en la variable x, permitiendo ademas que las raices que aparezcan posean

indices distintos. Asi:
p ot u
I = JR(x,xq, XS, .., xY) dx
Donde por R denotamos la funcion que van a aparecer las raices de x. Para desaparecer
los indices de las raices debemos realizar un cambio de variable:
x =tV,donde N = m.c.m(q,s,...v),y,por tan,dx = Nt"~1dt

4.2.12 EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRACION DE FUNCIONES
IRRACIONALES
a) [J(xZ-1)3dt

[(x? — 1)/ (x2 - 1)dt t?2=x2%2-1

2 t ot
[(t )(t)mdt dx = ==dt
J gt

(t2-1)(e2+1)+1
e
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dt
f(tz — DVt? + 1dt+fﬁ

[(t? = D)Vt2 + 1dt + Int + V2 + 1+1

dx _l
b) |t X =7
1
X :t_2
_at dt
=] L dx = —=
(+9)(E+) ¢
- tdt
2
= f 1+9t2 t1+9t2 =~ f 119t2 1+9t2 =t?
(29)=)
tae 1 0dt 1 1 1 1
— 9 __—__ (= _=Z_=ZY = - — —
- ftz(t) o9l gz 9( t) ot 9V1+9t? 18tdt = 2tdt
1 1 x
g +c 9tdt = tdt
tdt =&
9
c) [V4—x%tdx
= [xV4 —xdx = [(4 —t?) t(-2t)dt —4x = X =
4 —t?
= —J(4—t?dt=—4[t?dt+ [t?dt = —2t3+2t5  —4x =2tdt
= —[IVE=3+ /G- +c dx = —2tdt

4.2.13 EJERCICIOS PROPUESTOS DE INTEGRACION DE FUNCIONES
IRRACIONALES

a) [Vx?2-2x+10dx
b) [/(3—2x—x?)3dx
9 | 7t

d) [x5(-3+ ZxZ)%dx
e) [x2V4—x2—-d
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4.2.14 INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para las integrales:

[ sen™(x)dx, [ cos™(x)dx, [ tg™(x)dx, [ ctg™(x)dx

[ sen™(x).cos™(x)dx, [tg"(x).sec™(x)dx, [ ctg™(x).csc™(x)dx

h. Para calcular las integrales

[ sen™(x)dx, [ cos™(x)dx

e Sines pary entero positivo se utilizaran las identidades:

1-cos(2x)
2

1+cos(2x)

cos?(x) = 3

sen?(x) =

e Sinesimpary entero positivo, primero cambiaremos la integral de la siguiente

forma:
[ sen™(x)dx = [ sen™ 1(x).sen(x)dx

[ cos™(x)dx = [ cos™ 1(x).cos(x)dx

Para luego utilizar la identidad:

sen?(x) + cos?(x) =1

e Para calcular las integrales
[tg™(x)dx, [ ctg™(x)dx

e Sines pary entero positivo, las integrales tomaran la siguiente forma:

[tg"(x)dx = [tg™ 2(x).tg(x)dx

fctg"(x)dx =fctg“‘2(x).ctg(x)dx
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Para poder utilizar las identidades:
1+ tg?(x) = sec?(x), 1+ ctg?(x) = csc?(x)
e Sinesimpary entero positivo, cambiaremos la integral de la siguiente forma:

[tg"(x)dx = [tg" 1(x).tg(x)dx =f[tgz(x)]nT_1. tg(x)dx

[ctg™(x)dx = [ ctg™ 1(x).ctg(x)dx = f[ctgz(x)]nT_l. ctg(x)dx

Para luego utilizar las identidades:

1+ tg*(x) = sec*(x), 1+ ctg?(x) = esc?(x)

e Para calcular las integrales
f sen™(x).cos™(x)dx

e Sicualquiera de los exponentes, n 0 m, es un numero impar y entero positivo y el otro

exponente sea un numero cualquiera se desarrolla:

J sen™(x).cos"(x)dx = J sen™ 1(x).cos™(x).sen(x)dx

f sen™(x).cos"(x)dx = f sen™(x).cos™ 1(x).cos(x)dx

Y luego utilizamos la identidad:
sen?(x) + cos?(x) =1
e Sinymson paresy enteros positivos utilizaos las siguientes identidades:

1-cos(2x)
Z )

1+cos(2x)

cos?(x) = 5

sen?(x) =

De esta manera la integral [ sen™(x).cos™(x)dx se convierte en una integral de la

forma [ sen™(x)dx cuya resolucién ya fue repasada.
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e Para calcular las integrales
[ tg™(x).sec™(x)dx, [ ctg™(x).csc™(x)dx

e Sines un ndmero impar y entero positivo y m sea un numero cualquiera, las
integrales tomaran la siguiente forma:

[tg™(x).sec™(x)dx = [ tg™ 1(x).sec™ 1(x).tg(x).sec(x)dx
f ctg™(x).csc™(x)dx = f ctg™ 1(x).csc™ 1(x).ctg(x).csc(x)dx

Para luego utilizar las identidades:

1+ tg?(x) = sec?(x), 1+ ctg?(x) = csc?(x)
Si m es un numero par y entero positivo y n sea un numero cualquiera, las integrales
tomaran la siguiente forma:

[tg"(x).sec™(x)dx = [ tg™(x).sec™ %(x).sec?(x)dx

[ ctg™(x).csc™(x)dx = [ ctg™(x).csc™ 2(x). csc? (x)dx

Y luego utilizamos las identidades:

1+ tg*(x) = sec*(x), 1+ ctg?(x) = csc?(x)
4.2.15 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS
f sen(mx)cos (nx)dx, f sen(mx)sen (nx)dx, f cos(mx)cos (nx)dx

Se utilizaran las siguientes formulas para la resolucion de estas integrales:

sen(mx)co s(nx) = = [sen((m + n)x) + sen((m — n)x)]

sen(mx)se n(nx) = = [cos((m — n)x) — cos((m + n)x)]

N[ = N =
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1
cos(mx)cos(nx) = 2 [cos((m — n)x) + cos((m + n)x)]

Ejercicios resueltos

a. [sen*(x)dx

= J.(sen2 (x))zdx
B 2
=
= %f(l — cos (2x))%dx
1
= ZJ(l — 2 cos(2x) + cos?(2x))dx

1 1 1
=—x ——-sen(2x) + Zj- cos?(2x)dx

4 4

1 1 1 1+ cos (4x)
—Zx—zsen(Zx) +Zj-fdx
_l ! (2)+1f1+ (4x))d
=% —gsen(2x 3 (1 + cos(4x))dx

_1 ! (2)+1 +1 (4x) +C
=% —75en(2x) + gx + oo sen(4x

3 1 1
= gx - Zsen(Zx) + 3—zsen(4x) +C
b. [ cos®(x)dx

_ J (cos?(x))2cos (x)dx

- j (1 — sen?(x))’cos (x)dx

_ j (1 — 2sen?(x) + sen*(x))cos (x)dx

= f 1dx — 2 f sen?(x) cos(x) dx + f sen*(x)cos (x)dx
2

2
=x— §sen3(x) gsenS(x) +C

c. [cos*(3x)dx
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f(cos2 (3x))2dx
1 + cos (6x) 2
-[(F)
= %f(l + cos (6x))%dx
1
= Z,f(l + 2 cos(6x) + cos?(6x))dx

1 1 1
= —f 1dx + —f cos (6x)dx + Zf cos?(6x)dx

4 2
1 1 1 1+ cos(12x)
=% + Esen(6x) + fodx
1 1 1
=% + Esen(6x) + §j(1 + cos(12x))dx
1 1 1 1
=X + Esen(6x) + gx + %sen(lzx) +C
3 1 1
= gx + Esen(6x) + %sen(lzx) +C
d) [tg®(x)dx
M CRORE:

- f (sec?(x) — 1)*dx

_ J (sec®(x) — 3sec*(x) + 3sec?(x) — 1)dx

= j secS(x)dx — 3 J sec*(x)dx +3 J sec?(x)dx — J 1dx

- J (sec?(x))’sec?(x)dx — 3 J sec?(x)sec?(x)dx + 3tg(x) — x

= f (tg?(x) — 1)%sec?(x)dx — 3 f (tg?(x) — Dsec?(x)dx + 3tg(x) — x

= f(tg“(x) —2tg?(x) + 1sec?(x)dx — 3 f tg?(x)sec?(x)dx + 3 f sec?(x)dx
+3tg(x) —x
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= J. tg*(x)sec?(x)dx — 2 f tg?(x)sec?(x)dx + f sec?(x)dx — tg3(x) + 3tg(x)
+3tg(x) — x

1 5 1 3
= gtg (x) —§tg xX)+tglx)—x+C
e) [(sen?(3x) + cos(3x))%dx

= J.(sen4(3x) + 2sen?(3x)cos(3x) + cos?(3x))dx
= J.sen4(3x)dx+ Zfsenz(Bx)cos(Bx)dx+fcosz(Bx)dx

= f(senz(Sx))zdx + gsen3 (3x) +

1- 6x)\* 2 1+ 6
=J‘<%(x)) dx+§sen3(3x)+j%(x)dx

1 + cos (6x)
[Lres©,

1 2 1 1
= Z,f(l — cos (6x))%dx + §sen3(3x) + Ef ldx + Ef cos (6x)dx

1 2 1 1
= Zj(l — 2 cos(6x) + cos?(6x))dx + asen3(3x) + 5x + Esen(6x)

—1f1d f 6d+1f 2(6)d+2 3(3)+1+1 6
=3 X cos (6x)dx 7 | cos®(6x)dx 9sen X) +5x 12sen(x)

1 1 ] +1J1+cos(12x)d L2 3(3)+1 LA ;
—4x 125en( X) 2 > X 9sen X Zx 1zsen( X)
1

1 1 2 1 1
= — —_——_— _— — 3 — —_
7% 12sen(6x) + Sf(l + cos(12x))dx + g Sen (3x) + > X + P sen(6x)

P (6)+1J1d +1J 12x)dx + 2 3(3)+1 e 6
—4x 125en X 3 X 3 cos (12x)dx g Sen X X 1zsen( X)

_1 1 (6)+1 +1 (12)+2 3(3)+1 +1 (6x)+C
—4x 12867’1 X 8x 96567’1 X 9861’1 X 2x 125871 X
7

1 2
= —x + —sen(12x) + = sen’
8x+96sen( x)+9sen (Bx)+C

Ejercicios propuestos
a. [sen®(2x)dx
b. [sen® (g) dx
c. [cos®(3x)dx
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d. [tg®(x)dx
e. [tg3(x)dx

f. [ctg*(3x)dx
g. [ctg®(2x)dx
h. [sen*(x)dx
i. [ cos®(x)dx

j. [ cos*(3x)dx
k. [sen®(2x)dx

l. [sen® (E) dx

m. [(sen?(3x) + cos(3x))%dx
n. [cos®(3x)dx

0. [xcos3(x?)dx

p. [tg®(x)dx

q. [ctg®(x)dx

r. ftg3(x)dx

s. [ctg*(3x)dx

t. [ctg®(2x)dx

u. fctg®(2x)dx

v. [ctg? (g) dx
w. [tg®(3x)dx
X. [ctg*(2x)dx

4.2.16 INTEGRALES POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Para una funcion racional R y u=f(x), podremos resolver una integral realizando una

sustitucion trigonométrica en los tipos de integrales:
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J. R (u, \m) du,

En la forma:

fR (u,\/m) du

3
(Y
X
%
u
0
a

En la forma:

fR (u,m) du

En la forma:

fR (u,m) du

fR(u, a? —uz) du, fR(u,m) du

En el tridngulo tomamos:

tg(®) = g 0= arctg (g)

U=0.19(0) mp du =
a.sec? (8)do

En el triangulo tomamos:

u u
- sen(0) = - 0= arcsen(z)
u = a.sen()=— du =
1 a.cos (0)d6

En el triangulo tomamos:

sec(0) = = 0= arcsec(z)
a - a

az —u? u = a.sec(9) du =

a.sec (0)tg(6)do
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4.2.17 EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRALES POR SUSTITUCION
TRIGONOMETRICA

X
To—u dx
Aplicamos sustitucion trigonométrica:
x = 3sen@
dx = 3cos® d@

En la integral:

9sen?Q
f 3cos@dd

+/9 — sen?Q

Factor comun:

j 27 sen?@ cosQ)
Vo(1 - senz(b

Aplicar identidad trigonométrica:

j‘ 27 sen’® cos® do

34/ cos?Q
Simplificamos la raiz:

j 9 sen’@ cos® do

cos®

Simplificamos términos:

f 9sen?@ d@

Aplicar identidad trigonométrica:

1 —cos2Q
jg—

5 do

Salen las constantes:

9
EJ 1 — cos2¢ d@

Resolver las integral:
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9(25 2 20
E Zsen +cC

Volver a la variable original:

\IQ—,'X'Z

X
@ = arcsen 3

X
sen2@ = sen 2arcsen —

X X
sen2@ = 2 sen arcsen — cos arcsen —

20 = 2X V9 — x2
sen2@ = 3 3

2xV9 — x2

sen2@ :T

En la integral:

9 X  92xV9 —x2

—arcsen- ——

2 374 9 ¢
Simplificar términos:
9 x 1 9 24
> arcsen 3 X x2+c
1
[
(4 —x2)3
X = 2senB
dx = 2cosB

En la integral:
2cos0
V(4 — 4sen20)3
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Factor comun:

2cos0
do
J(4(1 — sen29))3

2cos0
f doe
8,/(1 — sen20))3

Identidad trigonométrica:
cosH
f ———db
4,/ (cos?0)3
Simplificamos:
f coso 46
4cos30
Sale la constante:

1[ 1 46
4 ) cos?0

! 20do
Zf sec

Integral inmediata:

1t 6+C
2 tan

Triangulo rectangulo:

X 2
Der 4 — 22 nal:
! - +C
4 4 —x2
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4.2.18 EJERCICIOS PROPUESTOS DE INTEGRALES POR
SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

a) Resuelva la siguiente integral:
[ dx

x2+4

b) Resuelva la siguiente integral:

f V25 — x?

X

dx
¢) Resuelva la siguiente integral:
J‘ dx
V (dx — x?%)3
d) Resuelva la siguiente integral:
x2dx
| =
(a? — x2)2

e) Resuelva la siguiente integral:

f 1
Ve

f) Resuelva la siguiente integral:
[ sin (2x)

cos ?(x)
g) Resuelva la siguiente integral:
J

h) Resuelva la siguiente integral:

[ 1

sin 2(x) + sin (x) + 1 dx

dx

tan (x)
sec 2(x)

4.2.19 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Las integrales racionales son las que llevan el cociente de dos funciones, o sea:
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Cuando B(x) es menor a C(x) estamos hablando de una funcion racional propia:

P(x)
Q(x)

dx

e Paraintegrales de la forma:
f Ax + B
——dx
ax?+ bx + ¢

Completamos los cuadrados del denominador:

b 2
24 = —)2 -
ax“+bx +c a(x+2a) + (c 4a)

Realizamos una sustitucion:

b
zZ=x+-

a
J‘ Ax + B d‘f mz+n mf zdz nj dz
ax? +bx+c a(zz+n) z2+n z2+n

Para posteriormente resolverlas como integrales de tabla.

e Cuandoen f ( ) dx Q(x) se descompone en factores lineales distintos:
Q(x) = ap(x —o¢;) (x —0¢3) ... (X —0¢y)

Tendremos que representarlos con una suma de fracciones simples:

P(x)dx=J( 4 + 42 An )dx

Q(x) X -, X —, XxX—&,

e Cuando en f ()dx Q(x) se descompone en factores lineales que pueden

repetirse:

Q) =a,(x—a)(x—a) ...(x — a)(x —°Cp.1) o (X =)
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Tendremos que representarlos con una suma de fracciones simples:

PC) . [( A A, A, Apir A, )
Q(x)dx_f(x—a (x—a)2+ +(x—a)P x—ocn_1+ +x—ocn dx

P&
Q)

no se pueden reducir y no se repiten:

e Cuandoen [ dx Q(x) se descompone en factores lineales y cuadraticos que

Q(x) = an(x? + by + ) (X2 + by + ¢3) (2% + by + c3) (x —K,) ... (x =)

Tendremos que representarlos con una suma de fracciones simples:

P(x) dx = J‘ ( Aix + By Ay,x + B, Asx + B3 N Ay N Ay )dx
Q(x) x2+b;+c¢y x24+by+c; x24+bytc; x—x,  x-—-x,
Lil€)]

e Cuandoen [ dx Q(x) se descompone en factores lineales y cuadraticos que

Q(x)
se repiten, de igual manera los factores cuadraticos que no se pueden reducir se
repiten:

Q(x) = an(¥* + b+ c)*(x —3) ... (x —xp)

Tendremos que representarlos con una suma de fracciones simples:

X = + -4
]€3) X2 +bx+c  (x24bx+c)? X% X — %y,

P(x A x+B A,x+ B A A
()d J( 1 1 2 2,13 n)dx
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4.2.20 EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRACION DE FUNCIONES
RACIONALES

(2x2—5)dx
a) f x*-5x2+6

2x%> -5 4
f(xZ —3)az-2)

2x% =5 _Ax+B Cx+D (Ax+B)(x*—-2)+ (Cx+D)(x*-2)
Z-3)2-2) -3 -2 Z=3)(2=2)

2x*—5=(Ax+B)(x* = 2) + (Cx + D)(x* = 3)

2x% —5 = Ax3® — 2Ax + Bx> — 2B + Cx® —3Cx + Dx*> — 3D
22 — 5= (A+ C)x® + (B + C)x? + (=24 — 3C)x + (—2B — 3D)

B=2-D B=1
-5=-2(2-D)-3D
_5=-4+2D-3D

D=1

f 1 N 1 J
(x2—3 xz—Z)x

f dx +f dx
x2—3 x2—=2
x—+/3 N 1
x ++/3 242

x —2

+C
x+\/7

11
n
243

In

dx
b)) fx7+4x5+6x3—4x

_ f dx
) x(x6 + 4x* + 6x2 — 4)
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de
[
VE(t3 + 4t2 + 6t — 4)
B 1f dt
2] t(t3 +4t2 + 6t —4)
1 dt

J

T2
1

dt

t(t—2)(t2+2t+2)

)

1
2
2

t(t —2)(t2 =2t +2)

tt—2)(t2+2t+2) 2

1

B (t + D)

(5

t—2

d
t2—2t+z>

A -2)(t? -2t +2) +8t(t? — 2t +2) + (Cz+ D) + (t + 1)

Nl N= N =

+ (—44)

t30=A+B+C
t2l0=A+B+C
tll0=A+B+C

1
t% = =—44
5
1
A=-3
_lpde 1 dt -rl
- 8)t 8)Jt—-2 2

L+ Smpe — 21 +
g g™

J

t(t—2)(t?> -2t +2)

dt

t2+2t+2

=At—-2)t*—2t+2)+B+ ({t* —-2t+2)+(t+D)+ (t—2)
= At3 — 2At? + 2At — 2At? + 4AT — 4A + Bt3® — 2Bt? + 2Bt + Ct3 — 2Ct?

=(A+B+C)t3+(—24—24—2B—2C+D)t> + (2A+ 4A + 2B — 2D)t

0=A+B+C
0=-4A-2B-2C+D

—2B—-2C+D
0=6A+2B-2C+D

0=3A+B-D

1 1
0-3(-3)+5-D
D ==

1

N| =

8
2

0= 1+ +C
- 8 8
C=0

1f dt
2) t—-12+1
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= —Sinlt] +=Inlt — 2] + 2 arctg — +
= 871 811 Zarcg n C.

= —élnlle + élnlx2 2|+ %arctg(x2 - 1+c

dx
) I
Separacién en fracciones parciales
1 B A Bx+C

x(x2—8)_;+x2—8
1=Ax?> -84+ Bx? + Cx
1=(A+B)x*+Cx—84

1
A+B=0->B=-4 —>B=§

c=0

BA=1-4A !

— — N [
8

Reemplazando en la ecuacién:
1 x

" 8x  8(xZ_8)
j 1+ X d
8x  8(x2—8)

j1d+j Y 4
sx * 7 J8xz—g)

= | +11 28+
= 8nx 16nx c
_11x2—8

_16n x2

+cC

4.2.21 EJERCICIOS PROPUESTOS DE INTEGRACION DE
FUNCIONES RACIONALES

) oo

D) S
0

Q) e
e [

4.3 INTEGRALES DEFINIDAS

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.




Andlisis Matematico 1
ISBN: 978-631-6557-36-0

Para una funcion f(x) que es continua en un intervalo [a, b] y F(x) como integral

indefinida de f(x) tenemos:

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

43.1 EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRALES DEFINIDAS

Ejercicio 1

.’__3 (x? +2)dx

x3+2 3
3 x

-2

9+6—(-2-4)=

Ejercicio 2

7 4
dx
Lv5x+1

8]7 5
— | ——dx
5Jy 2/5x+1

o)

86 1) =8
=(6-1) =

Ejercicio 3

Integrar

Evaluar los limites de integracién

Resolver matematicamente

Solucién

Cambio de variable

fudu

u=5x+1
du=5

Completamos la diferencial y sacamos los
valores constantes

Evaluar los limites

Solucién
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feln(xz)dx
1

V3 1
f 2x(1+ x*)zdx
0

e
f 2In(x)dx u = In(x)
1
1
du = —dx
X
dv = dx V=X

2(xIn(x) —fdx

f eZIn(x)dx =2(xIn(x) — x|$

2(eln(e) —e(1*In(1) —1) =2

Ejercicio 4
s
j e%*2x cos x dx
0

u=e?* dv = cosxdx
du = 2e**dx v =sinx

ezxsinx—JZezxsinxdx

u=2e?
du = 4e**dx

dv = sinxdx
UV = —COoSX

fezxcosxdx = e?*sinx — (—2e**cosx
+f4ezxcosxdx)

5 f e?*cosxdx = e**sinx + 2e**cosx
fZe2
T
|

1

5

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

1
*sinxdx = A (e**sinx + 2e**cosx)

1 e
e?*2x cosx dx = [g (e sinx + Zezxcosx)]
1

Aplicamos las propiedades

Propiedad de logaritmos

e e
J In(xz)dx=J 2In(x)dx
1 1
Ingracion por partes

Ju*dvu*v—fv*du

Integramos 'y reemplazamos los valores
originales

Solucion

Integracion por partes
fu*dvu*v—fv*du

Aplicamos nuevamente integracion por
partes

fu*dvu*v—Jv*du

Resolvemos la integral

Evaluamos los limites

= [e?"sinm + 2e?"cosm) — (esin0 + 2e°cos0)]
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1 2T
= g (2 — 2e )
Ejercicio 5
s

fi sin2x d
———dx
o 1+ cos?x

t =cos?x dt=2cosx(—sinx)dx
—dt = 2sinxcosxdx

sin2x 2sixcosx
[y [Zsincosr

1+ cos?x 1+ cos?x
-1
—dt = —Int = —In(1 2
171 n n(1l + cos“x)
T
L3 , 2
."2 sin2x d (n(1 + ) )]
———dx =[ln cos®x
o 1+ cos?x * o

—1In [1 + cos? (g)] — [In(1 + cos?0)]
—In1+In2=1In2

Ejercicio 6
1
f arcsinxdx
0
u = arcsinx dv = dx
1
du =
V1 + x2
v= Xx
) J 1 d
xarcsinx — X
V1 +x2

= xarcsinx ++1 + x2

e

1
f arcsinxdx = (xarcsinx +V1+ xz)
0

1
Ty
2
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Solucién

Cambio de variable

fudu

Evaluamos los limites

Solucion

Integracion por partes

fu*dvu*v—fv*du

Aplicamos nuevamente integracion por partes
fu*dvu*v—fv*du

Solucion
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Ejercicio 7

flln(\/r-l-l—x)dx

u =ln(\/x2 +1) dv = dx
d ! x( 2x 1)d
u= — X
xzil-l—x 2Vx2+1
du = V=X
x2+1
x
x In

=1n(Jx2+1)+\/x2+1

=In(v2-1)+v2-1

Ejercicio 8

\/§
] xy 1+ x2
0

1 (V3 1
—] 2x(1+xH)2dx =
0

2
3

1 G4z 1 Z%E

—_ X — = —

2% 37 3 (x|

1(8 1)_7

3 -3
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Integracion por partes

fu*dvu*v—fv*du

Aplicamos nuevamente integracion por partes
ju*dvu*v—fv*du

e

1

Solucion

Cambio de variable
fu duu =1+ x?

du = 2x
Completamos la integral
Solucion
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Ejercicio 9

1
_2,2
fxe 3x+1dx
0

1t ) 1 , 1t Cambio de variable
_.f _6xe—3x +1 dx — __e—3x +1
6Jy 6 0 Judu
u=3x%>+1
du = 6x
Completamos la integral
lUGi6
_ _Z(e2—¢) Solucion
Ejercicio 10
[ e
e X(4+Inx) *
1 Utilizar cambio de variable
t=Inx dt = ;dx
x=e t=Ine=1 jtdt
x = e? t=Ine? =2
e? 3 e? 3 1 Completamos la diferencial
———— dx = ——x—d
L x(4 +1nx) * L 4+Inx) x *
2 3 2
f dt = 3(In(4 + t))
1 (40 : Solucion

6
=3(In6—1In5) = 31n§

4.3.2 EJERCICIOS PROPUESTOS DE INTEGRALES DEFINIDAS

2
a)f0 (x% + 2x)dx

2
b)fz(x+ 5)dx
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4
c)f (Vx + 3x)dx
%2
d)f (x? — 4x + 3)dx
-1

e).f sinx cos x dx
s

e cos(lnx)dx
p [ et
7x — 11
9) f Z_3xt2z

h)f tg3(2x) dx
0

] j’ﬁ dx

2 , X2 —3x+2

j’ xdx
J) 1 X2+ 4

k)jn V1 + cosx dx

3
3/2 dx
D Jo x:—4

T
m) f 3senx dx
0

1T dx
n)

3
0 (x2+1)2

44 EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRALES
LIMITE INFINITO

Ejercicio 1
f‘” dx

o 1+x2

* dx (P ax Aplicamos limite
jo 1+x2_b—>oo_[01+x2_

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.

IMPROPIAS CON

b
gi_r)r.}o fa f(x)dx
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b
b dx

lim = lim arctg x
b—oo 0 1 -|-x2 b—>oo g

0
gim (arctg b — arctg 0) = arctg () — arctg 0

f‘” dx m £ .
. 1+ x2 = 5 S convergente
Ejercicio 2

1
j e*dx

1
limf e*dx = lim e*
a

a—oo a—oo

o)

lim(e—e%)=e—e®=e—-0=c¢

a—-—oo

1
f e*dx = e Es convergente
—o0

Ejercicio 3

@ 2
] |x|e ™™ dx
—00

co 0 co
] |x|e‘x2dx=j lee‘xzdx+j IxIe‘xzdx

0

—00

0 2 0 2
f —xe™* dx+f xe * dx

— 00

0 2 0 2
j —xe™* dx+j xe Xdx =

—00

2,0 zb

X X

lim —

a—oo

lim —
+b1_r)r010 2

a 0

1p . a2\ _
E[ lim (1—e az)gl_r)g(e b? —1)]

a——o0o

Resolvemos la integral
Jm F (x) H
Evaluar la integral
l}im F(b) — F(a)
Solucién

Aplicamos limite

b

lim f f(x)dx

b—oo a
Resolvemos la integral

lim F(x)lg
Evaluar la integral
gim F(b) — F(a)

Solucion

Resolver el valor absoluto

Aplicamos limite
b

lim [ f(x)dx
b—co a

Resolvemos la integral
Jim F(x)la
Evaluar la integral
gim F(b) — F(a)
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[(1-0-(0-D]=1

N| =

(00]
f |x|e‘x2dx =1 Es convergente.

Ejercicio 4

+00
j e " cos(bx),a>0
0

+00
f e~ cos(bx)dx
0

b
lim e~ cos(bx)dx
b—-+o0 0
j e~ cos(bx)dx
b

lim e~ cos(bx)dx
b—>+o 0

e~ (b sen bx — a cos bx) b
b—-oo a? + b? 0

l_ae (b sen b6 — a cos bO) a l
e,

+
a? + b2 a? + b2

+o0 a
]0 e 4 COS(bX)dX = m

Ejercicio 5

jl dx
0 v1—x

Resolvemos matematicamente

Solucion

Aplicamos limite

b
gi_l)lc}o fa f(x)dx

Resolvemos la integral
lim F (x)|%
b—oo

[ €% cos(bx)dx por partes

Evaluar la integral
gim F(b) — F(a)

Solucién

Es convergente.
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] 1-E dx
lim =
E-=0 J 1—x
1-E 1-E
dx
lim =lim - 2v1 —x
E-0 0 1 —x E-0
0

—2im(VE -1) = -2(0-1) =2

fl dx 2,E t
= 4Z,LCS convergente.
0 v1—x g

Ejercicio 6
fz x3dx
1 V1—x
2 3 3
x°dx (x+1)
lim = lim — 2y/1 — x +3(x+ 1)+ x
E=0 ) pV1 —x E-0 7

72 E 3/2 _ 72
1151_%7—\/E<7+3E +17E)]_7

jz x3dx 72 o .
= — ,Es convergente
1 V1-—x 7 g

Ejercicio 7

Aplicamos limite

b
},ilr(l) fa f(x)dx

Resolvemos la integral
limF (x b
50 ( )la

Evaluar la integral
})irr(l) F(b) — F(a)

Solucién

Aplicamos limite

b
lim J f(x)dx
a—0 a
Resolvemos la integral
limF (x)|2
a—0
Evaluar la integral
})in(l) F(b) — F(a)

Solucién
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IIn(2 + Vx
f %dx
1 Vx
0 1n(2 + 3{/}) 11n(2 + i/}) Separamos la integral y definimos nuevos limites
=f 3—dx+f ———=dx
1 Vx o Vx
0-E 3 1 3 . ..
i f 1n(23+ Vx) ot + lim f ln(23+ Vx) dx = Aplicamos limite .
W er W lim f f(x)dx
£ b—-0 a
3 1 - :
lim 3 [_ln(z n W)(W _ 4) _ i i/;] n Resolvemos la mtegr'al ,
E—0 2 4 -1 hn(l)F(x)la
3 1 1 a=
lim3|-im(2 + V) - 4) -2 4R || = _
E-0 |2 4 E Evaluar la integral

})i_r;r(l) F(b) — F(a)

3 (; [In2(0 — 4) — 0] — % [ln(l _4)— % (1— 4)]) Solucion
3 1
+3(§[1n3(1—4)—1(1—4)]
—%[ln2(0—4) —%(0—0)]) _ 203

2
1 ln(Z + 3&/})
f_l—w dx

= — 71n 3 ,Es convergente

4.5 EJERCICIOS PROPUESTOS DE LA INTEGRAL IMPROPIA

+o0  dx
Q) | ==

b) f0+°° e™* sen x*dx

fl dx
C) 0 /x2+3x
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4.6 APLICACIONES DE LA INTEGRAL IMPROPIA

Las integrales impropias extienden el concepto de integral definida para calcular medidas
de regiones, solidos, longitudes y otros pardmetros matematicos o fisicos no acotados,

algunos usos y aplicaciones de este tipo de integrales son:

e Célculo de areas de regiones no acotadas: Por ejemplo, calcular el area
bajo una curva decayente desde un punto x=a hasta el infinito.

e Célculo de volumenes de sélidos no acotados: Como el volumen de un
cono o paraboloide que se extiende hasta el infinito.

e Longitudes de curvas no acotadas: Hallar la longitud de curvas que se
aproximan asintéticamente a un eje, pero nunca lo interceptan.

e Algunas integrales impropias surgen al evaluar limites que involucran
integrales definidas.

e En estadistica, para hallar momentos de distribuciones no acotadas como
la normal o exponencial.

e En fisica, para calcular trabajo hecho por fuerzas dependientes de la
posicion.

e Enteoria de probabilidad, para calcular media, varianza y otras cantidades
de variables aleatorias.

e Para estimar valores numéricos de constantes matematicas como @ 0 €

(Fleming, & Varberg, 1992).

4.7 EJERCICIOS RESUELTOS DE APLICACION DE INTEGRALES
IMPROPIAS
a) Hallar el area de la figura comprendida entre la curva de la funcion y =

3
x—z‘ixz, y el eje de abscisas.

a3

x2+a?

A(R) = Zfo_ooydx =2 fo_oo dx
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Aplicamos limite

A(R) = li f A,
=lim | ———dx b
boxle X7+ a lim | f(x)dx
2 B li x_|b b-x |,
=2a bl_r)r}carctga)|0
Resolvemos la integral
_ b limF (x)|5
A(R) = 2a3 Il)lm (arctga — arcth) a-0
—Xx
A(R) = 2a® arctg(oo) Evaluar la integral
})ir% F(b) — F(a)

A(R) = a3rm Solucidn

b) Calcular el area de la regién limitada por las curvas:

_ 2l 4lx|
T4t 7T 14t

Y
— ‘:?lxl
f\ \_\' 14+ x*

Figura. 4.2 Grafica de la funcion del ejercicio B

AR = j*"" 21X —4|x| 4 _J+°° 6|X| J
(R) = _oo[1+x4) (1+x4‘)]x_ _e 1+ x* *
= [ gy [T [P [N
(R) = DIt T Tt T T ™ o 1+axt ™
AGR) = i 3f0 2x dx et 1 b 2x dx Aplicamos limite
= lim — ———dx + lim ———dx b
o a 14 (%) boe Jo 14 (x%)? lirnj f(x)dx
a—oo
a
Resolvemos la integral
AGR) = i 0 2x dx e+ 311 b 2x dx lim F(x)|5
= 11m —ax m —_—ax a—oo
aso Jo 14 (x?)? booo Jo 14 (x2)? Evaluar la integral

lim F(b) — F(a)
A(R) = gi_{goarctgleg + gi_r)gloarctglef,’ a0
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A(R) = =3 lim (0 — arctga®) + SinT (arctgh? — 0) Solucidn
a——oo —>+00

A(R) = =3(—arctg(e)) + 3arctg(»)

3 3m
AR = — _—= 2
(R) 2+2 3t u

c) Hallar el &rea de la region comprendida entre las curvas a la derecha de la

recta x=1:
X
xy=1 Y= x2+1
| il
Figura. 4.3 Grafica de la funcion del ejercicio
A(R) = f Aoy
(R) = ) (x x2+1) x
AR . b1 X Aplicamos limite
(R) = lim 1(§_x2+1) X

b
lim f f(x)dx
b—oco a

1 b

A(R) = lim In x -5 In (x* + 1))

) Resolvemos la integral
lim F(x)|2
b—oo

2 b

AGR) = Tim ~ (="
(R) = Jim = In(377

1

AR 1 e 2 p 1 Evaluar la integral
(R) =3 Jim (In 57~ M3) lim F (b) — F(a)
1 Solucid
AR) = (E n 2) 2 olucion

7 -7 - a2
d) Calcular el area de la region R comprendida entre lacurvay = xe™* /2y
su asintota

, a2
e Calculando la asintotay = xe™*"/2 = cuandox >, y =10

ex2/2’
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e Luegoy=0es : la Gnica asintota. Ahora
graficando la £ curva se tiene
A, B
Se observa que la . 1 x graficaes simétrica con respecto
al origen. TR
|

Figura. 4.4 Grafica de la funcion del ejercicio D

A(R) = A, + A, =24, Aplicamos limite

b b b
A(R) = J ydx =2 lim e**/2 dx lim f f(x)dx
0 —00 -~ J,

0

ARR) = 2 lim—ex2/2|b Resolvemos la integral
bmeo ° Jim F 0la

Evaluar la integral

AGR) = Jim (e?? —1) = =2(0 = 1) =2 lim F (b) — F(a)
b—-0

A(R) = 2u? Solucion

EJERCICIOS RESUELTOS DE APLICACION DE INTEGRALES IMPROPIAS

4.8 EJERCICIOS PROPUESTOS DE APLICACION DE INTEGRALES
IMPROPIAS

a) Hallar el volumen del sélido obtenido al girar la cuerva x + xy? —y =0

alrededor de su asintota vertical

b) Hallar el volumen del cuerpo que se engendra al girar la cisoide alrededor de

su asintotax =2 a
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3x

c) Determinar el volumen de revolucion engendrado al girar la curva y = =3

alrededor del eje X.

d) Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la superficie limitada por

las lineas y = e*,x=0 e y =0 alrededor del eje X.

e) Calcular el volumen del sélido generado por la rotacién de la curva xy? =

9a?(3a — x).a > 0 alrededor de su asintota vertical.

4.9 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

La integral definida es una potente herramienta para calcular cantidades acumuladas de

distintas magnitudes fisicas y geométricas, algunos usos y aplicaciones importantes de la

integral definida son:

Célculo de areas bajo curvas: Es la aplicacion mas directa, hallar el area limitada
por una curvay el eje X en un intervalo [a, b].

Célculo de volumenes de solidos de revolucion: Al rotar una curva en 2D
alrededor de un eje, la integral definida permite calcular el volumen del sélido
resultante.

Longitud de arco de curvas: Integrando la raiz cuadrada de 1 + [f'(x)]2 entre
dos puntos se obtiene la longitud de arco de la curva f (x).

Trabajo mecanico de una fuerza: Si F(x) es la fuerza aplicada al mover un objeto
una distancia x, f: F(x) dx esel trabajo realizado.

Masa y centroide de una lamina: La integral doble permite calcular la masa y el
centro de masa de una lamina 2D con densidad no uniforme.

Momento y centro de masa de solidos 3D: Similar al caso anterior, usando
integrales triples.

Carga eléctrica de una distribucion de carga a lo largo de una curva.

En estadistica, para calcular probabilidades de variables aleatorias continuas.

En fisica, para calcular energia, momento lineal, momento angular, entre otras

magnitudes (Fleming, & Varberg, 1992) .
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4.10 AREA DE LA REGION PLANA

El area de una region plana es una cantidad fundamental que surge en multiples
aplicaciones del célculo integral, la geometria y el anélisis matematico, el area de una
region plana es una magnitud que representa la medida de la extension de una porcion de
plano contenida dentro de una frontera. En regiones simples como rectangulos o
triangulos el area viene dada por formulas geométricas, en cambio, en regiones mas
complejas se requiere integrales (Granville, 2003).

El area bajo una curva en un intervalo [a,b] se calcula con la integral definida
f;f(x) dx. Esto genera el area de una region limitada por la curva f(x) y el eje x, para

regiones limitadas por dos curvas se pueden usar integrales dobles sobre sus bordes.

Las aplicaciones del célculo de areas de regiones planas incluyen calcular areas de
terrenos irregulares, superficies de lagos, areas encerradas por vias, también es Gtil para
calcular probabilidades de variables aleatorias continuas en estadistica, y parametros
fisicos como trabajo, energia, carga eléctrica, flujo magnético y en geometria, el area

interviene en el calculo de longitudes, volimenes, centroides y momentos de inercia.
411 EJERCICIOS RESUELTOS DEL AREA DE LA

REGION PLANA

a) Hallar el area de la region plana limitada por la curva y = sin2x y el eje OX en
el intervalo 0,

Y AN,
e JAV/

Figura. 4.5 Grafica de la funcion del ejercicio A

y = sin2x
eje OX=10 La funcion y = sin2x es periddica en
X = T Corta con el eje OX en los puntos x
2
X =T
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z Formula de planteamiento
f sin2x dx a
; | fxdx = F@ - £r@)
b
1 > Integrar por cambio de variable
S=2(—§c052x) u=2x du=2
0
f sin (u) du
= —cos (u)
S =2u? Solucién

b) Hallar el area de la region plana limitada por la curva y = (sinx?)cosx y el eje
OXen el intervalo [O, ﬂ

z Formula de planteamiento

S = f (sinx?)cosxdx a B

0 fxdx = F(a) — fF(b)

b

1 z Solucién

S== (smx )
0

1
§( sin— — sin O)

1
S =-u?

3¢

c) Calcular el &rea de la region limitada por la grafica f (x) = |x| en el intervalo
[_112]

El “area de la region (que es la parte sombreada de la figura) viene dada por la férmula

2
=f ||x| —|x—= 1||dx
-1
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Figura. 4.6 Grafica de la funcion del ejercicio C

Teniendo en cuenta el signo de la funcion, la integral se descompone asi:

—2x—1dx+ | (2x-—1)dx

0 0.5 1 Formula de planteamiento
A =f 1dx+f a
o 0.5 f fxdx = F(a) — fF(b)
+f 1ldx ’
1

-1

Sl

0
f 1ldx = x
-1

0.5
f ldx = —(x%? — x)
0

0
T

2

0

T
1 2
f ldx = (x* — x)
0.5 0
s
2 2
j ldx = x
1 0 Solucion
_ 5 2

d) Calcular el area de la region limitada por la grafica f(x) = x (Inx)? enel
intervalo [1, e]

Figura. 4.7 Grafica de la funcion del ejercicio D
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Formula de planteamiento

A= fex (In x)? a
1 f fxdx = F(a) — fF(b)
b

e
2 2 x2

x x
A=(=(nx)?——=Inx +—)
2 2 4 ,

) 1 Solucién
e“—1

4

2

A u

e) Calcular el 4rea de la region limitada por la grafica f(x) = x (Inx)? enel
intervalo [1, e]

—— —

1 2 3 4 5 6

Figura. 4.8 Grafica de la funcion del ejercicio E
21
A= f e *|senx| dx
0

. em Formula de planteamiento
A= | e *sinxdx+ —e ¥ sinx dx
0 b3

ol

e—x
A= [— — (sinx + cosx)]
2 0
s
—x

e 2
+ [T (sinx + cosx]

0 .,
—x 2 Solucion
(e™+1) )

A=— "7
) u

f) Hallar el area de la region limitada por la funcion:

f(x)=x(x—1)(x —2) yeleje0X

Como la curva corta al eje OX en los puntos de abscisax =0, x =1y x =2, el "area
viene dada por

Pérez Rojas J. L., Santillan Lima J. C., Santillan Espinoza D. I.
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Figura. 4.9 Grafica de la funcion del ejercicio F

Ahora bien, en el intervalo [0, 1] la curva queda por encima del eje X mientras que en el
intervalo [1, 2] queda por debajo del mismo.

A= folf(x)dx + f:—f(x)dx fbafxdx = F(a) — F(b)

1
A= f (x3 —3x% + 2x)dx
0

2
—f (x3 — 3x?% + 2x)dx
1
A=(x*—x3+ x5 — (x* —x3 +x?)|?

Solucion

A==-u?

g) Calcular el area de la region limitada por y = %y elejeOXylasrectasx =1y

x =4
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N

Figura. 4.10 Grafica de la funcién del ejercicio G

La funcion y = %que es una hipérbola equilatera, puede trazarse dando algunos puntos:
(0,5, 8); (1,4); (2, 2); (4, 1); (8,0,5).

4-4 a

Azf —dx ffxdsz(a)—F(b)
1 X b

A=[4Inx]|} Solucién

A=4[In4—In1]

A=4In4u?

h) Hallar la superficie del recinto plano encerrado entre la curva dada por la
funcién f(x) = xe* y el eje OX, en el intervalo [—2,0]

R il

Figura. 4.11 Grafica de la funcién del ejercicio H

En el intervalo considerado, el signo de la funcién es negativo, por tanto, la superficie
buscada viene dada por:

0
Sz—f xe* dx
-2
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0 a
Sz—f xe* dx f fxdx = F(a) — F(b)
2 b
f xe* dx Utilizamos método por partes
u=x dv = xe* u*rv— | vdu

0 Evaluamos los limites de integracion

2
i) Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) = 2% y el eje OX, en
el intervalo [0,2]

2 2 a
A:fo 2+xdx jbfxdx=F(a)—F(b)

2 4

A= —24+—)d

fo(x 2+x) ¥

x? 2
A= [7—2x+4ln(2+x)]

0
A=—-24+4ln4—-4In2
Solucién

A=4In2 —2u?

j) Hallar el “area del menor de los sectores que la recta x = 3, determinaen la
circunferencia de ecuacion x? + y2 = 25

1
L
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Figura. 4.12 Grafica de la funcion del ejercicio J

5 a
A=2J. 25 — x%dx ffxdx=F(a)—F(b)
3 b
X 25 x|° Evaluamos los limites de integracion
A= 2[§\/25 — x? +7arc sing
3

2571 3
A= [T — 12 — 25arc sing] u?

4.12 EJERCICIOS PROPUESTOS DE AREA DE UNA REGION PLANA

Calcular el area de la region plana

3x—4
a) yzm;x=4;x=6

_ _3y-5 _ —
b) b)x—yz_zy_s,y— 4,y=6

C) ¢) y=x*cosx,x = —g,x =0

d) d)y =3sen(2x);x=1;x=4

2y
9-y2’

e) e) x= y=0y=2

g

,Xx=0,x=1

N Ny=7=

9 x=ny;y=1y=4

2_
h) h)yz;—é,x—o,xzél
i) l)f(x)=ﬁ,x=0,x=3
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) Dx=y—-1, y=1;y=5

4.13 AREA BAJO UNA CURVA

El area bajo la curva es una nocion fundamental que permite determinar cantidades
acumuladas asociadas a una variacion continda representada por la funcion f(x), el area
bajo la curva de una funcién f(x) entre dos puntos x = ay x = b representa el area de
la region plana delimitada por la grafica de f(x), el eje X, y las rectas verticales x =
ayx = b.

En andlisis matematico, esta area se calcula mediante la integral definida de f(x) entre los

limites a y b:

fbf(x) dx

El Teorema Fundamental del Calculo relaciona esta integral definida con la derivada de

la funcién primitiva F (x).

Las aplicaciones del calculo de &reas bajo curvas son muy amplias: longitud de arco de
curvas, volumen de solidos de revolucion, trabajo de una fuerza variable, probabilidades
de variables aleatorias continuas, energia bajo curvas de potencial, también es atil para
resolver ecuaciones diferenciales, graficar curvas paramétricas, encontrar puntos de
inflexion y asintotas, realizar aproximaciones mediante sumas de Riemann, y demas

conceptos del analisis matematico (Ayres, 2002).

4.14 EJERCICIOS RESUELTOS DEL AREA BAJO LA CURVA

a) Calcular el &rea bajo lacurvade f(x) =2x+ 1, desde x = 1, hastax = 4

4 ZxZ
f2x+1dx=—+x
1 X

2(4)? 2(1)? B
<<4> +4)_< - +1>_9uz

b) Calcular el &rea bajo la curvade f(x) = x* desde x = 0, hasta x = 3
3
J x? dx
0
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X3 _ (3 (0,
30 \3 3 )~ 7Y

c) Calcular el area bajo lacurvade f(x) = x3;desde x = 2; hastax =5

5
J.x3dx

2
x4f5—609—15225
4 ), 4 T

d) Calcular el area bajo la curvade f(x) =vVx+ 3,desde x = —3,hastax =1

1
f\/x+3dx
-3
3 3 3
x+3)7 1 [200+3)7\ [2(-3+3)7\ 16 ,
3 -3 3 3 -3¢
2

4.15 EJERCICIOS PROPUESTOS DE AREA BAJO LA CURVA

a) Calcular el area bajo la curva de f(x) = Vx — 2,desde x = 2, hasta x =
11

b) Calcular el area bajo la curvade f(x) = senx; desde x = 0; hasta x = g

c) Calcular el area bajo la curva de f(x) = Vx; desde x = 1; hasta x = 4

d) Calcular el éarea bajo la curva de x=%(5—4y—y2),desdey=

0; hastay =1

e) Calcular el area bajo la curva de f(x) = x*—2x+1, desdex =
—1 ;hastax =3

4.16 AREA ENTRE CURVAS
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El area entre curvas se refiere a la region del plano delimitada por dos curvas distintas,
por ejemplo, el area entre la curva f(x) y la curva g(x) en un intervalo [a, b].
Para calcular esta area se pueden usar integrales dobles, integrando la diferencia de las

funciones sobre el intervalo:

A= [ab[f(x) — g(x)]dx
Otra forma es usar el Teorema de Green y convertirlo a una integral sencilla de borde.

Las aplicaciones del area entre curvas incluyen:

Calcular areas irregulares limitadas por dos bordes curvos.

Hallar volimenes de revolucién de anillos sélidos.

Encontrar probabilidades conjuntas en estadistica.

Calcular trabajo neto de una fuerza variable.

Es una nocién fundamental del célculo integral que permite determinar medidas de
regiones planas limitadas por fronteras curvilineas, con usos en geometria, analisis
matematico, estadistica, fisica y sirve para obtener soluciones a algunas ecuaciones

diferenciales (Simmons, 1998).

4.17 EJERCICIOS RESUELTOS DE AREA ENTRE CURVAS

a) Calcula el area comprendida entre las pardbolasy = x> + x +1ey = —x? —
2x

1
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Figura. 4.22 Grafica de la funcion del ejercicio A

1 . -z
Lascurvassecortanenx =1yenx = — 5 que son las soluciones de la ecuacion x? +
x+1=—x%—-2x 2x2+3x+1=0

Formula de planteamiento

1
3 i o
Szf_l (—x? = 2x — (x* + x + 1))dx fodx=F(a)—F(b)
b

—71 Integramos
.[ (—2x% —3x — 1Ddx
N 2 3 -2
2
e
1, Evaluamos los limites
A= ﬁu

b) Calcula el area comprendida entre las pardbolas y = x2 e y = v/x

Los puntos de corte se obtienen resolviendo la ecuacion x? = +/x, sus soluciones son:
x=0x=1

La curva que va por encima es y = v/x

Figura. 4.23 Grafica de la funcién del ejercicio B

1 Formula de planteamiento
A= j (\/} - xz)dx pa
0 f fxdx = F(a) — F(b)
b
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5 Integramos y evaluamos en los limites de
X integracion
3

1, Solucién

c) Calcula el valor de a para el que las tangentes a la curva y = x% + a en los
puntos de abscisa de valor absolutol, pasan por el origen de coordenadas. Hallar
el area del recinto limitado por las curvas y las 2 tangentes.

Latangente de a f'(x) = 2x se tiene:

e x=1y—(1-a)=2(x+1)
y=2x—1+a
Debe pasar por el origen (0,0) 0=-1+a a=1
o x=-1 y—(1+a)=-2(x+1)
y=-2x—1+a
P(0,0) 0=-1+a a=1

Figura. 4.24 Grafica de la funcién del ejercicio C

Formula de planteamiento
a
f fxdx = F(a) — F(b)
b

Evaluamos los limites de integracion

A=2[f1(x2+1)dx—ATl
0

1x%2 i6
4= 2( ) Solucién
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d) Calcula el area encerrada entre las curvas dadas por las funciones f(x) = x?y
g(x) = x3 —2x% + 2x

Para determinar el area interesa conocer los puntos de corte de las curvas y saber qué
curva va por encima de la otra entre esos puntos de corte. También es conveniente hacer
un esquema gréfico de la situacion.

Puntos de corte:
fOx) =gx) x% = x3 — 2x? + 2x
x3—-3x2+2x=0
x(x?=3x+2)=0
x(x+1Dx-2)=0
Las curvas se intersecan cuandox =0, x =1, x =2
Los intervalos son: [0,1] [1,2]
Si0 <x<1gx) —fx) =x(x—-1D)x—-2)=(H)-(—)-(—)>0
g(x) va por encima de f (x)
Sil < x<2,gx) —fx)=xx—-1Dx—-2)=((H)-(+):(—)<0

g(x) va por debajo de f (x)
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Figura. 4.25 Grafica de la funcion del ejercicio D

Formula de planteamiento

A= (x) — f(x))dx + (x) —g(x))d a
L(gx f)dx —I;(fx 9(0))dx ffxdsz(a)—F(b)
b

Lo 5 Integramos y evaluamos los limites de
A =f (x” = 3x* + 2x )dx integracion
0

2
+.[ —(x3 —3x2% + 2x )dx
1

x* ! x* 2
A= 3442 X3 2
<4 x+x>0+<4+x x)

1

Solucién

e) Calcula el area de la region acotada del plano limitada por la curva y = x3 —
3x%+3xylarectay = x.

y=x3-3x>4+3x y=x
x3—-3x2+3x=x
x(x*—=3x+2)=0

Secortancuandox =0, x =1y x = 2,

Al

Figura. 4.26 Grafica de la funcion del ejercicio E

A=A1+ A2 Formula de planteamiento
1 a
A= f (x3 —3x?% + 2x)dx f fxdx = F(a) — fF(b)
0 b

2
+f (—x3 + 3x% + 2x)dx
1
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Integramos
x* ! x4 2
A== x3 —x2 _ 3_,2
(4 » )+( A )
14 Evaluamos los limites de integracion
A=(—-1%-12
4
14-
+<—4+8—4+Z—13+12>
1 -
A=l Solucion
2
f) Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuacion y = x%2 e y = |x|
Solucion: Puntos
x? = |x| (—1; 1); (0;0); (1;1)

x=0 x=-1 x=1

Figura. 4.27 Grafica de la funcion del ejercicio F

1 Formula de planteamiento
S=2| (x—x%dx a
0 f fxdx = F(a) — fF(b)
b
<x2 x3> 1 Integracion y evaluacion de los limites de
S=2{5—-% integracion
2 3 o
2 Solucién

g) Calcula el area del recinto plano limitado por la pardbola y? — x = 1y larecta
y=x-1
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Puntos de la parabola Puntos de la recta
(=1;0);(0;-1) 0;-Dy32)
(0;1)

(3;=2)y (3;2)

El corte de la pardbola se produce en:

y=+vx+1 x=0 x =3

2

Figura. 4.28 Grafica de la funcion del ejercicio G

Formula de planteamiento

0 3
S=2f (Vx+1)dx+j(\/x+1—X+1)dx a
-1 0 jfxdx=F(a)—fF(b)

b

4 0 2 3 Integramos y evaluamos los limites de
5= (§ (x+ 1)) + (§ G 1)) integracion
-1 0
_ 4 16 9 3 2
33 2 3
9 Solucién
S = Euz

h) Calcula el &rea encerrada entre la grafica de la funcion exponencial f(x) = e*y
la cuerda a la misma que une los puntos de abscisas x = =1y x =1

Puntos de la funcion y = e*

(—Le M)y (Le)

(e71+e)x2
==

El area de trapecio es Argap = e lte
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1 Formula de planteamiento
A= J. e*dx a
-1 f fxdx = F(a) — fF(b)
b
A= (eM|,; Integramos y evaluamos los limites de
integracion
A=e—e! Solucidn
A =2e tu?

i) Hallael area de la region limitada por las curvas y = sinx e y = cosx Yy las
5

rectas x = —y x= —

4 4

. 5 .
En el intervalo E; T”]Ia curva del seno va por encima de la del coseno.

Figura. 4.29 Grafica de la funcién del ejercicio |

5m Formula de planteamiento

A=JE (sinx — cosx) dx ffxdsz(a)—fF(b)
b

4

_ %T” Integramos y evaluamos los limites de
A= (—cosx—sinx)|; integracion
4
Ao 50 b5m N n+ m
= COos 4 sin 4 Cos 4 Sin 4 -

V2 V2 2 2 Solucion
A=—+—+—+—

2 2 2 2
A= 2V2u?

j) Dibuja el recinto finito del plano limitado por la recta x = 1, la parabola y = x?
y la hipérbola y = % .Calcular su area.

Puntos de la parabola y = x?
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(0;0); (1;1); (2;4)
Puntos de la hipérbola y =
(1;8); (2;4); (4;2); (8 1)
Puntos de corte con la recta x = 1 con las curvas:
En (1.1) con la parabola.

En (1; 8) con la hipérbola.

8
x

Cortes entre las curvas:

Y 8
_8 x? = ; x3=38 x =2
Y= X
10 \

8 —

6 -

4

2 -

) 2
Figura. 4.30 Grafica de la funcién del ejercicio J
28 Formula de planteamiento
A= f (— — x2) dx a
1 f fxdx = F(a) — fF(b)
b
23\ |2 Integramos y evaluamos los limites de
A= <8 Inx — ?> integracion
1
A=8In2 8 (O 1)
- omeTs 3
Solucion

7
A=8m2—§ﬁ

k) Halla el area del recinto limitado por las curvas y = e**2,y = e * y larecta
x=0

Cortes de las curvas
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et = x=-1

—1 0

Figura. 4.31 Grafica de la funcion del ejercicio K

Formula de planteamiento

0
A= f (e**2 —e ™) dx a
-1 j fxdx = F(a) — fF(b)

b

A= (e*t?2 —e™)|9, Integramos y evaluamos los limites de
integracion
A=e?+e’—et—¢!

A=¢e?—-2e+1u? Solucién

4.18 EJERCICIOS PROPUESTOS DE AREA ENTRE CURVAS
a) y=xy=x+2
b) x=y%x2+y=0
C) y=4x—x%y=x*
d) y>?—4x—-6y+1=0;y=2x+3
e) 4x* —17x—15y+30=0;y =V/x+ 4

f) x?+y2=18;x2=6y—9
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9) y2+x*=25y*-8x+8=0

h) 5x? + 16y* = 84;4x* — y* =12

) y=x5y=—5

x+2

i) yYP=xxy*+2x=3

4.19 CONSTRUCCION DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Los sélidos de revolucion permiten calcular el volumen de objetos 3D simétricos
generados al rotar una curva 2D alrededor de un eje, mediante integrales definidas, un
solido de revolucion se forma al rotar una curva plana alrededor de un eje, con la que se
obtiene una figura tridimensional (Marsden, & Hoffman, 2002).

Por ejemplo, rotar la curva de una funcion f(x) en el intervalo [a, b] alrededor del eje X
genera un solido, cada seccion transversal perpendicular al eje es un circulo de radio
f(x). Esto permite calcular el volumen del sélido mediante integrales, el volumen de
revolucion se calcula integrando el area de la seccion transversal (area del circulo) sobre

todo el intervalo [a, b]:

b
v = j lfGOT? dx

Aplicando el método de discos (sumar volumenes de cilindros), o el método de cascarones
(sumar &rea de esferas).

Los sélidos de revolucion tienen aplicaciones en geometria para calcular volimenes de
cilindros, conos, esferas, paraboloides, también son Utiles en fisica para calcular volumen
de tanques, capacidad de embalses, trabajo de fuerzas variables, momentos de inercia de
cuerpos, y otras magnitudes, de manera que son muy utiles en geometria, fisica e
ingenieria (Marsden, & Tromba, 2004).
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de Rotacion
Suma de los Vollimenes de los Cilindros: 53.72

i
Valurnen = f w7 ) dr = 56.55
1

Figura. 4.32 Grafica de la funcion rotada como sélido de revolucion

4.20 EJERCICIOS RESUELTOS DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Ejercicio 1

36 —4x*—-36=0—36
x=3x=-3 Se encuentra x (limites de la integral)

3 Se reescribe la integral y se resuelve.
—(36 —4x?)d
J 5 x*) dx

-3

= 8w — (—8m) Respuesta

= 16mus
Respuesta final.

Gréfica del problema
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Ejercicio 2

Calcular el volumen del solido de revolucién engendrado por cada una de las regiones al
girar alrededor del eje y

y2< x< 8—y? Problema planteado

Formula a usar

b
- j (F00)* = (90)” mldx

x+y?—x=8-—x Se encuentran los limites de la integral
5V33m

=—— —+8v33m Respuesta

v = 99.25891u3 Respuesta final

Gréfica del problema

Figura. 4.34 Gréfica del problema 2

Ejercicio 3
y=x*y=2x—-1y=4 Problema planteado

Formula a usar

b
2mx [ 1(FG0) - @)
Integral a operar

b
f (1 —2x + x?*)dx
a
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_T_ 0.52359913 Solucién
z :

Gréfica del problema

Figura. 4.35 Gréfica del problema 3

Ejercicio 4

y=+J1—-x%2,y=1-—x

) . .
(m) = (1—-x)? Se iguala las dos ecuaciones
1—x?=1-2x+x? Se resuelve los paréntesis
x=1x=0 Se encuentra los limites de

integracion

b
anf I(f(X)) 00 Formula a usar

a

Se reescribe la integral y se

1
f 2mx(~1+x + sqrt(1 — x?))dx resuelve
0

= 1.0472u3
Respuesta
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ot

Gréfica del problema

Figura. 4.36 Gréfica del problema 4

Ejercicio 5
Encuentre en volumen del solido generado por la rotacion de la region R, limitada por
las curvas dadas en torno al eje indicado.

X
y=7 %= 4,y=0 Problema planteado

e st

V=rm |(f(x))2 _ (g(x))2| Formula a usar

4 Nueva integral y se resuelve.
X

o= [l -

_A4m Respuesta
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Gréfica del problema

Figura. 4.37 Gréfica del problema 5 Ejercicio 6

y=x%:x=2,:y=0

Formula a usar

b 2 2
v = [ ®I(F@)’ - (g)ldx

2 Integral a resolver
v= f | (x?)? — 0%|dx
0

2 Se resuelve la integral
v= f m|x|*dx
0
_ 32_” 3 Respuesta
= u
5
a1 _ Grafica del problema.
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Figura. 4.38 Grafica del problema 6

Ejercicio 7
y=Vx,x=4,y=0

b 2 2
v = 7i(r)* - (9)jax
v = j4n|(\/§)2 —02|dx

4
v= j |x|dx
0

=8 u3

Figura. 4.39 Gréfica del problema 7
Ejercicio 8
y=4—-x%x>0 x=0,y=0

b
v = 7i(r)* - (9) 1ax

2
v= j w|(4 — x?)? — 0%| dx
-2

Formula a usar

Integral a resolver

Se resuelve la integral

Respuesta

Gréfica del problema

Formula a usar

Integral a operar
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512 3 Solucion

Gréfica del problema

Figura. 4.40 Grafica del problema 8

4.21 CALCULO DE VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Las integrales permiten calcular volimenes de sélidos 3D generados al rotar curvas 2D,
mediante aproximaciones de discos o cascarones cilindricos infinitesimales16 (Burgos,
2007).

a) Meétodo de discos:

Se divide el intervalo [a, b] de la curva en rebanadas muy delgadas como discos.

El volumen de cada disco es aproximadamente mR2Ax, donde R es el radio de la

seccion transversal y Ax el ancho del disco.

Sumando los volimenes de todos los discos se obtiene el volumen total.

En el limite cuando 4x — 0, esta suma se convierte en la integral:
V=mn[a"[f(x)]*dx

b) Meétodo de cascarones cilindricos:

Se aproxima el solido por cascarones cilindricos huecos de espesor Ax.

El volumen de cada cascaron es mw(R2 ;orior — Riyterior) A
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Sumando e integrando los volumenes de los cascarones resulta:

V=mn[a" f(x)-f'(x)dx

Recalcando, en ambos métodos se integra sobre todo el intervalo de x para obtener el

volumen total del sélido de revolucion.

H. ) Rix) |

\ rix)

Figura. 4.41 Grafica de dos funciones rotadas como sélido de revolucién hueco

4.22 METODO DE DISCOS

El método de discos consiste en aproximar el sélido de revolucion por una pila de discos
o rodajas perpendiculares al eje de rotacion, se divide el intervalo de la curva original
[a, b] en n subintervalos de ancho Ax, en cada punto xi se traza un disco de radio f(xi)
perpendicular al eje. Esto genera n discos apilados (Marsden, & Hoffman, 2002).

El volumen de cada disco es aproximadamente r[f (xi)]24x, es decir el area de la cara
circular por el espesor Ax y sumando los volimenes de los n discos se obtiene una
aproximacion al volumen total del sélido.

En el limite cuandon — ooy Ax — 0, lasuma de discos converge al volumen real, esta
suma se expresa como la integral definida de m[f (x)]2 sobre [a, b], la integral acumula
el area de las caras circulares de cada disco diferencial que forma el solido.

Es un método intuitivo y facil de visualizar muy util para solidos con eje de rotacion
horizontal y permite hallar el volumen del sélido conocida solo la funcién que describe
la curva rotada (Castillo, 2005).
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Figura. 4.42 Grafica del s6lido de revolucién y un disco interno

4.23 EJERCICIOS RESUELTOS POR METODOD DE DISCOS

a) Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotacion, alrededor del eje OX,
de la superficie limitada por el eje OX y la parabola y = ax — x? (a > 0).

a
vznf (ax — x?)? dx
0 .
Utilizamos la formula

a
— 2.2 2 _ 3 .,
v= ”fo (a®x” +x* — 2ax”) dx Resolvemos el cuadrado de la funcion

na® Obtenemos el volumen del sélido

Grafica del so6lido rotado
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b) Calcular el volumen del sélido obtenido al girar la region limitada por la curva
f(x) =sen x + cos x y el eje X en el intervalo [0, 7] alrededor del eje X.

Y
= 2 H -g
V= nJ;) (senx + cosx)” dx Aplicamos la formula a utilizar

1 Resolvemos la integral y hacemos
v =21 |x —=cos2x ) -
2 calculo matematico

2

V=T

Resultado

Grafica del solido

c) Se considera el area S de la region limitada por un cuadrante de una
circunferencia de radio R y las tangentes en sus extremos. Hallar el volumen que
engendra S cuando gira en torno a una de las tangentes.

Tomamos como eje OX el eje de giro y como eje OY la recta que, pasando por

el centro de la circunferencia es paralelo a la otra tangente. De este modo la
ecuacion de la circunferencia sera

x?+ (y+R)? =R? Analizamos el ejercicio
y=+R2—x2—R Despejamos y
ko Aplicamos limites a la
v= ”fo y* (x) dx integral

vsz(JRZ—XZ— R)2 dx

Remplazamos y
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5 x3 5 x Resolvemos la integral y
V=T |2R% — == — R*arcsen 5 el resultado de esta
R3 Volumen del sélido

. 1k Gréfica del problema

4.24 EJERCICIOS PROPUESTOS DE METODO DE DISCO
1

a)y=mx=—1x=1 giraen X
b)y = x3, x = =2 giraen X

c)y=senx x =0 x =m giraenx
d)y =x —x? giraenx
e)y=x%x=1

4.25 METODO DE ARANDELAS

Las arandelas o cascarones cilindricos utilizan integrales para aproximar y calcular el
volumen total de un sélido de revolucion por una pila de cascarones cilindricos huecos
apilados.

Se divide el intervalo de la curva [a, b] en n subintervalos de ancho 4x, en cada punto xi
se traza un cilindro de radio exterior f(xi) y radio interior f(xi — Ax), generando

cascarones cilindricos huecos apilados.

El volumen de cada cascada es aproximadamente igual al area lateral del cilindro por el

espesor Ax:
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V = n(f(xi)? — f(xi — Ax)"2)Ax

Sumando los volumenes de los n cascarones cilindricos se obtiene una aproximacion al
volumen total, cuandon — oy Ax — 0, la suma converge al volumen real del sélido
de revolucion, esta suma se expresa como la integral definida de m(f(x)? —
flx — Ax)®) entrea y b.

Usando reglas de derivacion, esto resulta en:

V =mfabf(x) f(x)dx
Es un método til cuando la curva original tiene eje de rotacion vertical y permite calcular

el volumen a partir de una ecuacion de la frontera curvada (Mésancho, 2003).

Ay fx)

g(x)

Y Y

Figura. 4.43 Grafica de la funcion rotada como sélido de revolucion

4.26 EJERCICIOS RESUELTOS DE METODO DE ARANDELAS

1.y=4—x%y=6-3x, giraenex

b 2 2
v = f T 1(F®) = (90’ |dx

4 —x%?=6—-3x

4—x24+3x=6

2
v= f m((4 —x?)? — (6 — 3x)?) dx
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%3
2.y=7,y=x, gira en ex

b 2 2
v = [ wI(F@)" - (9@)ldx

V2 2
_ x’ 2
v= m\5) -

dx H

3. Determina el volumen que se genera al girar el area limitada por la circunferencia x? +
y? =25y larectax — 7y + 25 = 0 en torno al eje x.

Solucién
Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccion,
x?+y2 =25 x—7y+25=0

y = im y = x+25

7
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x*+x—-12=0
(x+4)(x-3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos son x = —4 y x = 3, los cuales resultan ser
los limites de integracion. El eje de rotacion no es parte del contorno de la superficie, por
lo que se emplea la formula:

b
v=r [ Ur@F - [gGPdx
a
Donde f(x) es la circunferencia y g(x) la recta.
Al calcular el volumen se obtiene:

V= nf3 ([J_r 25— x| - [x +725]2> dx

-4

3 x% 4+ 50x + 625
Vznf 25 — x? — dx
—4

49
. f3 600 — 50x ~50x?\ 50 f3(12 5
=T B 49 x—4977.' B X X X
V= 50 12 x2 %3]
IEEH A

50 32 33 (-4)?% (—4)°
(55 o -2-2)

. . 175
Por consiguiente, se deduce que el volumen es igual a: V = T”u3

4.27 EJERCICIOS PROPUESTOS DE METODO DE
ARANDELAS
a) y=x%y=2x—1y=4
b) y=vV(1-x?) y=1-x
C) y=e* y=e? y=e¢?
d) y=e*,y=e? x=1
e) y=x3,y=1
) y=x—-1y=x-3y=-1y=
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